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Resumen

La interacción de neutrinos y antineutrinos con nucleones constituye una herra-
mienta privilegiada para estudiar la estructura débil del nucleón, en particular su
componente axial. A diferencia de la dispersión electromagnética (EM) electrón–
nucleón, sensible únicamente a la estructura vector, los procesos débiles mediados
por corrientes cargadas permiten acceder de manera directa a la corriente hadrónica
débil y, con ello, al factor de forma axial del nucleón. Dado que los neutrinos no se
detectan directamente, sino a través de las partículas producidas en sus interaccio-
nes con los nucleones y núcleos del detector, una descripción precisa de la respuesta
débil hadrónica resulta indispensable tanto para estudiar la estructura del nucleón
como para interpretar los observables medidos en experimentos de oscilaciones de
neutrinos.

En este trabajo se desarrolla el formalismo relativista necesario para describir la
dispersión elástica (anti)neutrino–nucleón (i.e. (ν̄)ν–nucleón) mediada por corrien-
tes cargadas. A partir de la definición de las corrientes leptónica y hadrónica, del
propagador débil y de la amplitud de transición, se obtienen expresiones para la sec-
ción eficaz diferencial del proceso en función de las variables cinemáticas relevantes.
Sobre esta base, se analiza el papel de los factores de forma vector, axial y pseudo-
escalar, haciendo énfasis en las distintas parametrizaciones del factor de forma axial
y en sus consecuencias sobre los observables físicos, en este caso secciones eficaces.
Asimismo, se estudian las diferencias en dichos observables entre procesos inducidos
por neutrinos y antineutrinos.

Finalmente, las predicciones obtenidas se contrastan con datos experimentales
recientes del experimento MINERvA (Main Injector Neutrino ExpeRiment to study
ν–A interactions) para dispersión de antineutrinos sobre hidrógeno libre. Esta com-
paración permite valorar el impacto de las distintas descripciones de la estructura
axial sobre observables medibles. El trabajo proporciona así una conexión entre el
formalismo de la interacción débil cargada, la estructura axial del nucleón y su rele-
vancia en la física actual de neutrinos.

Por último, todo esto se ve reforzado de manera interactiva en una página web
propia: https://patentropy.xyz/, creada con el objetivo de ampliar este TFG, reco-
giéndose en ella cada representación gráfica realizada en este trabajo, complementado
a su vez el mismo con la posibilidad de modificar los parámetros relevantes de cada
proceso y analizar, individualmente y a elección del lector, los resultados obtenidos.
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1. Introducción

Los neutrinos ocupan un lugar singular en el marco de la física de partículas: son
leptones eléctricamente neutros, de espín 1/2, que no participan en la interacción fuerte y
cuyo acoplamiento con la materia está gobernado, en las escalas de energía consideradas
en este trabajo, por la interacción débil. Estas propiedades explican tanto su enorme poder
de penetración como la dificultad experimental asociada a su detección. Es por ello por
lo que, coloquialmente, se denomina a los neutrinos como "partículas fantasma".

Históricamente, el neutrino fue introducido para resolver el problema del espectro con-
tinuo de la desintegración beta, preservando la conservación de la energía y del momento.
Con el desarrollo posterior de la teoría de Fermi y, más tarde, del Modelo Estándar, los
neutrinos dejaron de ser una hipótesis auxiliar. En 1956 fueron detectados en el experi-
mento de Reines y Cowan [1]. En la actualidad, los neutrinos son relevantes en contextos
muy diversos: física de partículas, física nuclear, astrofísica y cosmología. En particular,
los experimentos de oscilaciones de neutrinos buscan determinar con precisión los pará-
metros de mezcla leptónica, la jerarquía de masas y la posible violación CP en el sector
leptónico. Para ello, resulta imprescindible reconstruir la energía del neutrino incidente a
partir de su detección indirecta mediante las partículas producidas tras su reacción con
un blanco detector o con la materia.

Esta última cuestión conecta directamente con el tema de este trabajo. Dado que los
neutrinos no se observan de forma directa, la interpretación de los datos experimentales
depende de manera crítica del conocimiento de las secciones eficaces neutrino–nucleón.
En este contexto, la respuesta débil del nucleón, y en particular su componente axial,
desempeña un papel fundamental. Además, las interacciones débiles cargadas presentan
una estructura quiral: sólo acoplan a la componente izquierda de los campos fermiónicos
y a la componente derecha de los antifermiónicos. En el límite ultrarrelativista, relevante
para los neutrinos considerados aquí, la quiralidad coincide prácticamente con la helicidad.
Por ello, los neutrinos participan en la interacción débil con helicidad negativa, mientras
que los antineutrinos lo hacen con helicidad positiva (véase Fig. 1).

Figura 1: Orientación relativa de la dirección de espín y momento para neutrinos y anti-
neutrinos [2].
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1.1. Neutrinos como sondas débiles de la estructura hadrónica

Uno de los métodos más utilizados en física de partículas y nuclear para estudiar
la estructura interna hadrónica consiste en utilizar leptones como sondas. Dado que los
leptones no experimentan la interacción fuerte, su acoplamiento con protones y neutrones
ofrece una vía relativamente limpia para extraer información sobre la estructura interna
del nucleón. Dependiendo del tipo de leptón y del mediador/propagador intercambiado,
estas interacciones pueden explorar distintas componentes de la corriente hadrónica.

En el caso de la dispersión elástica electrón–nucleón, la contribución dominante al
orden más bajo en teoría de perturbaciones está mediada por el intercambio de un fotón
virtual. Este proceso ha constituido históricamente una herramienta fundamental para
investigar la estructura electromagnética (EM) del nucleón [3] y permite estudiar los
factores de forma electromagnéticos [4], que recogen los efectos de la estructura interna
sobre la distribución espacial de carga y corriente. En el límite de bajas transferencias de
momento, estos factores de forma permiten interpretar propiedades globales del nucleón
como su carga eléctrica, su momento magnético o su radio efectivo. A transferencias
mayores, revelan desviaciones respecto al comportamiento de una partícula puntual y,
por tanto, la complejidad de la dinámica hadrónica y la composición de quarks.

A diferencia de la dispersión electromagnética, los procesos inducidos por neutrinos
y antineutrinos permiten explorar la estructura hadrónica mediante la interacción débil.
En particular, en las interacciones de corriente cargada, el intercambio de un bosón W±

transforma el neutrino incidente en su leptón cargado asociado y produce simultáneamen-
te una transición de isospín en el nucleón (véase más adelante la Fig. 3). Este tipo de
proceso no sólo es sensible a la parte vector de la corriente hadrónica, sino también a su
componente axial, que no puede determinarse a partir de la dispersión electromagnética.
Por esta razón, la dispersión (ν̄)ν–nucleón resulta esencial para estudiar el factor de forma
axial del nucleón, que será el objeto principal de estudio de este trabajo.

1.2. Interacción electromagnética y débil: factores de forma vec-

tor y axial

La estructura interna del nucleón se manifiesta en la forma en que responde ante una
sonda externa. En este contexto, la corriente hadrónica puede descomponerse en una con-
tribución vector y una axial. La parte vector tiene la misma estructura que la corriente
EM y está relacionada con las distribuciones de carga y magnetización del nucleón. La
parte axial, en cambio, está asociada a la estructura de espín e isoespín del nucleón y apa-
rece de forma natural en las interacciones débiles, debido al carácter quiral de estas. En la
interacción EM, estudiada mediante dispersión electrón–nucleón, la respuesta del nucleón
se describe mediante factores de forma vector, funciones del cuadrimomento transferido
en la interacción. Estos pueden expresarse en términos de los factores de forma de Dirac
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y Pauli, F1(Q
2) y F2(Q

2), o equivalentemente mediante los factores de Sachs GE(Q
2) y

GM(Q2), asociados a la respuesta eléctrica y magnética del nucleón (véase para más infor-
mación la sección 3.1) [4, 3]. Gracias a la gran precisión alcanzada en los experimentos de
dispersión de electrones, esta parte vector de la estructura del nucleón está relativamente
bien determinada.

La interacción débil cargada aporta información complementaria. En procesos como

νµ + n→ µ− + p, ν̄µ + p→ µ+ + n,

la respuesta axial del nucleón se parametriza principalmente mediante el factor de for-
ma axial GA(Q

2), acompañado por el factor de forma pseudoescalar GP (Q
2). El interés

principal de este trabajo se centra en GA(Q
2), cuya dependencia con Q2 influye de forma

directa en las secciones eficaces elásticas y cuasielásticas de neutrinos y antineutrinos. Es-
ta sensibilidad del factor de forma axial con el cuadrimomento transferido (i.e. Q2) hace
especialmente valiosas las medidas experimentales realizadas sobre hidrógeno o deuterio,
donde la respuesta elemental del nucleón puede estudiarse reduciendo, en la medida de lo
posible, las incertidumbres asociadas a efectos nucleares.

Por último, conviene anticipar que los procesos inducidos por neutrinos y antineutrinos
no dan lugar a la misma sección eficaz. Aunque ambos están descritos por la misma
interacción débil cargada, el carácter quiral de dicha interacción hace que neutrinos y
antineutrinos contribuyan de forma distinta a la amplitud del proceso. En particular, esto
se traducirá más adelante (véase la sección 2.7, en concreto, la ecuación (2.81)) en un
cambio de signo en ciertos términos de interferencia entre la parte vector y axial de la
corriente hadrónica. Como consecuencia, incluso usando los mismos factores de forma, las
predicciones para neutrinos y antineutrinos pueden diferir de manera apreciable.

1.3. Conexión experimental: MINERvA y el caso de hidrógeno

libre

La necesidad de conocer con precisión las secciones eficaces de neutrinos está estre-
chamente ligada a la interpretación de los experimentos de oscilaciones de neutrinos. Los
neutrinos producidos en una interacción débil tienen un sabor leptónico definido, por
ejemplo νe, νµ o ντ . Sin embargo, estos autoestados de sabor no coinciden, en general,
con los autoestados de masa ν1, ν2 y ν3, que son los estados que se propagan libremente.
Ambas bases están relacionadas mediante la matriz de mezcla leptónica Pontecorvo–Maki–
Nakagawa–Sakata (PMNS) [5]:νeνµ

ντ

 =

Ue1 Ue2 Ue3

Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3


ν1ν2
ν3

 . (1.1)
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Durante la propagación, los autoestados de masa adquieren fases diferentes. Como con-
secuencia, un neutrino producido con un sabor determinado puede ser detectado poste-
riormente con otro sabor. En una aproximación efectiva de dos sabores, la probabilidad
de transición puede escribirse como

Pνα→νβ = sin2(2θ) sin2

(
1.27

∆m2 L

Eν

)
, (1.2)

donde ∆m2 se expresa en eV2, L en km y Eν en GeV. Esta expresión muestra que la
oscilación depende del cociente L/Eν . Por ello, la determinación de los parámetros de
oscilación requiere reconstruir con precisión la energía del neutrino incidente a partir de
las partículas observadas tras su interacción en el detector [6].

En los experimentos de oscilaciones con haces de neutrinos, esta estrategia se im-
plementa mediante una configuración de detector cercano y detector lejano. El detector
cercano (near detector) se sitúa a una distancia suficientemente corta como para que el
efecto de las oscilaciones sea todavía pequeño. Su función principal es caracterizar el haz
antes de la oscilación: restringe el flujo inicial, la composición en sabores y los modelos
de interacción neutrino–núcleo. El detector lejano (far detector), situado a una distancia
comparable a la longitud de oscilación, mide la composición y el espectro energético del
haz tras la propagación. La comparación entre ambos detectores permite extraer informa-
ción sobre los parámetros de oscilación, pero dicha comparación depende de forma crítica
de los modelos usados para reconstruir Eν . Este esquema se ilustra en la Fig. 2 para el
caso del experimento T2K (Tokai to Super-Kamiokande).

Figura 2: Esquema experimental del experimento T2K de oscilaciones de neutrinos, con
producción del haz, detectores cercanos y detector lejano Super-Kamiokande [6].

En este contexto, las medidas de secciones eficaces realizadas por experimentos de-
dicados al estudio de interacciones de neutrinos resultan esenciales. En particular, MI-
NERvA [7, 8] no es un experimento de oscilaciones, sino un experimento diseñado para
estudiar con precisión las interacciones de neutrinos y antineutrinos con distintos blancos
nucleares en el rango de energías del orden del GeV. Al utilizar el haz NuMI de Fermi-
lab [9], sus resultados proporcionan información clave para validar y ajustar los modelos
de interacción empleados en la reconstrucción de energía, en la estimación del flujo y en
los generadores de eventos utilizados por experimentos de oscilaciones como T2K, NOvA
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o DUNE [10, 11, 12].
En un haz de neutrinos como NuMI, los neutrinos no se producen directamente. En

primer lugar, un haz primario de protones de alta energía incide sobre un blanco, gene-
rando mesones secundarios, principalmente piones y kaones. Estos mesones son enfocados
mediante sistemas magnéticos y posteriormente decaen en un volumen de desintegración,
produciendo neutrinos o antineutrinos junto con leptones cargados. Como los mesones
secundarios se producen con una distribución continua de momentos y ángulos, y sus
decaimientos son procesos cinemáticamente distribuidos, el haz resultante no es mono-
cromático, sino que queda caracterizado por un flujo Φ(Eν) dependiente de la energía del
neutrino [9].

En el contexto de este trabajo, resulta especialmente importante la medida de disper-
sión elástica de antineutrinos muónicos sobre hidrógeno libre,

ν̄µ + p→ µ+ + n.

Este proceso ofrece la oportunidad de estudiar la interacción elemental neutrino–nucleón
sin las complicaciones propias de un blanco nuclear. Por ello, los datos de MINERvA
sobre hidrógeno [8, 13] constituyen una referencia experimental especialmente adecuada
para contrastar las predicciones obtenidas en el caso de nucleón libre.

En este trabajo se emplearán dichas medidas para comparar distintas descripciones
del sector axial de la corriente débil cargada. La comparación no se realiza con una sección
eficaz a energía fija, sino con una sección eficaz diferencial promediada sobre el flujo del
haz. Por tanto, la predicción teórica debe promediarse sobre la distribución energética
Φ(Eν), de forma coherente con la naturaleza no monocromática del haz experimental
(véase la subsección 3.3.6 para más información).
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2. Formalismo de la interacción débil para la dispersión

elástica ν–N mediada por CC

En esta sección se analiza el proceso de dispersión elástica entre un neutrino y un
nucleón mediada por corrientes cargadas [14]. Esta interacción viene descrita por la teoría
electrodébil mediante el intercambio de un bosón W±. El objetivo es determinar la expre-
sión de la sección eficaz diferencial del proceso mencionado y analizar su comportamiento
en función de las distintas variables cinemáticas.

2.1. Cinemática de la interacción

El proceso a estudiar es la interacción entre un neutrino muónico y un neutrón, dando
lugar a un muón (µ−) y un protón:

νµ + n→ µ− + p. (2.1)

En la aproximación de Born (intercambio de un bosón cargado W ), el proceso se
representa en la Fig. 3:

W

νµ

n

µ−

p

kµi
kµf

pµi pµf
Qµ

Figura 3: Diagrama de Feynman de primer orden correspondiente al proceso descrito en
la relación (2.1).

Se elige un sistema de referencia donde el nucleón inicial (i.e. el neutrón) permanece
en reposo y se toma por simplicidad el momento transferido en el eje Z. Para fijar la
notación covariante, se definen por

kµi = (εi,ki), pµi = (Ei,pi), kµf = (εf ,kf ), pµf = (Ef ,pf ), (2.2)

los cuadrimomentos: del neutrino incidente (νµ), del nucleón inicial (n), del leptón cargado
final (µ−) y del nucleón final (p), respectivamente. En el sistema laboratorio adoptado,

pµi = (M,0), (2.3)

donde M representa la masa del nucleón inicial. En una descripción más precisa podría
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distinguirse entre Mn y Mp, pero en este trabajo se considera Mn ≃Mp ≃M .

El cuadrimomento transferido por el bosón viene dado por:

Qµ ≡ kµi − kµf = pµf − pµi = (ω,q), (2.4)

de modo que ω = εi − εf es la transferencia de energía y q = ki − kf la transferencia
de momento tridimensional. El resultado de contraer este cuadrivector consigo mismo da
lugar a:

Q2 = ω2 − |q|2, (2.5)

que en dispersión débil cargada sobre nucleón libre es de tipo espacial (i.e. Q2 ≤ 0).

La conservación del cuadrimomento se expresa de la siguiente forma:

kµi + pµi = kµf + pµf . (2.6)

Esta última expresión se puede particularizar a los vértices leptónico y hadrónico de
forma que, usando el principio de conservación de energía-momento y la relación (2.3), se
obtienen las siguientes relaciones cinemáticas:

Vértice leptónico

Conservación de la energía: ω = εi − εf

Conservación del momento lineal: q = ki − kf

Vértice hadrónico

Conservación de la energía: ω = Ef − Ei = Ef −M

Conservación del momento lineal: q = pf − pi = pf

De la conservación del momento lineal en el vértice leptónico, si θµ denota el ángulo
de dispersión del leptón cargado final (µ−) respecto de la dirección del haz incidente, se
tiene que

q2 = |ki|2 + |kf |2 − 2|ki||kf |cos(θµ) = ϵ2i + |kf |2 − 2ϵi|kf |cos(θµ), (2.7)

donde se ha despreciado la masa del neutrino incidente (i.e. εi = |ki|).

Por otro lado, de la conservación de la energía del vértice hadrónico se obtiene que1

1Q2 ≡ −|Q2|
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q2 = w2 + 2Mw =⇒ |Q2| = 2Mw. (2.8)

El resultado (2.8) indica que w y q están relacionados. Para cada Q2 existe un único
valor de ω compatible con la conservación de la energía y del momento lineal.

2.2. Corriente leptónica

Se define la cuadricorriente leptónica como:

jµ = ψ̄l γµ(1− γ5)ψνl , (2.9)

donde ψνl y ψl son, respectivamente, las funciones de onda del neutrino incidente (νµ) y
del leptón cargado saliente (µ−).

La presencia del factor (1−γ5) refleja el carácter quiral de la interacción débil cargada.
Dicho operador proyecta la componente izquierda del campo fermiónico. En el límite
mν → 0, la quiralidad coincide con la helicidad, de modo que el neutrino que participa
efectivamente en la interacción tiene helicidad negativa.

La ecuación (2.9) puede interpretarse como la suma de una parte vectorial γµ y una
parte axial γµγ5:

γµ(1− γ5) = γµ − γµγ5. (2.10)

Ambos términos en la corriente se transforman de modo distinto bajo paridad. Así pues,
esta combinación V −A es la responsable de que los procesos débiles no sean invariantes
bajo paridad.

Para un proceso inducido por antineutrinos (i.e. ν̄µ + p → µ+ + n) la estructura lep-
tónica se modifica únicamente en el signo del término axial, de manera que la interacción
(anti)neutrino-nucleón puede escribirse de forma compacta como:

jµ = ψ̄l γµ(1∓ γ5)ψνl , (2.11)

donde el signo superior corresponde a neutrinos y el inferior a antineutrinos. En lo que
sigue, y salvo que se indique expresamente lo contrario, se tomará como referencia el caso
de neutrinos, siendo la generalización al canal de antineutrinos inmediata.

Introduciendo las expresiones generales de las funciones de onda:

ψ =

√
m

EV
u(p, s) e−ip·X , (2.12)
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con u(p, s) espinor de Dirac (ver A.1), la expresión (2.9) resulta2:

jµ =

√
mνµmµ

V
√
ϵiϵf

ūl(kl, sl)γµ(1− γ5)uνl(kνl , sνl) e
i(kl−kνl )·X , (2.13)

donde mνµ , ϵi y mµ, ϵf son las masas y energías del neutrino y del muón, respectivamente.

2.3. Corriente hadrónica débil cargada

La cuadricorriente hadrónica débil puede expresarse en la forma general:

Jµ = ψ̄p(pf , sf ) Γ̃
µ ψn(pi, si), (2.14)

donde ψn y ψp son las funciones de onda del nucleón inicial (neutrón) y final (protón),
respectivamente, y Γ̃µ el operador en el espacio de Dirac que contiene toda la información
estructural del vértice hadrónico débil cargado.

Análogamente al caso de la corriente leptónica, tras introducir las expresiones generales
para las funciones de onda y considerando M = Mi ≈ Mf , la corriente débil hadrónica
resulta finalmente:

Jµ =
M

V
√
EiEf

ūp(pf , sf ) Γ̃
µ un(pi, si) e

i(pf−pi)·X , (2.15)

donde Ei y Ef son las energías del neutrón y protón, respectivamente.
La forma más general de Γ̃µ compatible con invariancia de Lorentz y con la descom-

posición estándar en sectores vectorial y axial se escribe como:

Γ̃µ = F V
1 (Q2)γµ + i

F V
2 (Q2)

2M
σµνQν︸ ︷︷ ︸

Γ̃µ
V

+GA(Q
2)γµγ5 +

GP (Q
2)

2M
Qµγ5︸ ︷︷ ︸

Γ̃µ
A

, (2.16)

donde F V
1 , F V

2 , GA y GP son los factores de forma del nucleón que describen su estructura
interna y dependen explícitamente de Q2.

Haciendo uso de la descomposición de Gordon (ver A.2) la contribución vectorial de
la relación (2.16) puede expresarse en la forma:

Γ̃µ
V =

(
F V
1 + F V

2

)
γµ − F V

2

2M
(pi + pf )

µ. (2.17)
2Cabe aclarar, para mantener la coherencia con la descripción cinemática que se hizo anteriormente,

que kνµ ≡ ki y kl ≡ kf , denotan cuadrimomentos del neutrino incidente (inicial) y leptón cargado saliente
(final), respectivamente.
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2.4. Hamiltoniano de interacción y propagador débil

De forma general, la densidad hamiltoniana de interacción puede escribirse como:

HW (X) =

(
g

2
√
2

)2

j†µ(X)Aµ(X), (2.18)

donde g es la constante de acoplamiento electrodébil, jµ es la corriente leptónica y Aµ

representa el potencial débil generado por la corriente hadrónica del nucleón. Este poten-
cial puede expresarse a su vez en términos del propagador del bosón intermedio y de la
corriente hadrónica:

Aµ(X) =

∫
d4Y Dµν

W (X − Y ) Jν(Y ). (2.19)

Sustituyendo esta expresión en (2.18), se obtiene:

HW (X) =

(
g

2
√
2

)2

j†µ(X)Dµν
W (Q) Jν(X). (2.20)

En el espacio de momentos, el propagador del bosón W viene dado por:

Dµν
W (Q) =

−gµν +QµQν/M2
W

Q2 −M2
W + iε

, (2.21)

donde MW es la masa del bosón intermediario. Por otro lado, en el espacio de coordenadas,
el propagador se expresa mediante la transformada de Fourier de la siguiente forma:

Dµν
W (X − Y ) =

∫
d4Q

(2π)4
Dµν

W (Q) eiQ·(X−Y ). (2.22)

Si se introduce esta última relación en (2.19) se obtiene la expresión:

Aµ(X) =

∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
Dµν

W (Q) eiQ·(X−Y ) Jν(Y ). (2.23)

En la región cinemática relevante para la dispersión neutrino-nucleón, esto es, a energías
bajas e intermedias, se satisface

|Q2| ≪M2
W , (2.24)

de modo que el propagador puede aproximarse por su límite de bajo momento transferido:

Dµν
W (Q) ≃ gµν

M2
W

. (2.25)

Así pues, la expresión (2.23) se aproxima como:

Aµ(X) ≃
∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
eiQ·(X−Y ) 1

M2
W

Jµ(Y ). (2.26)
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La conexión con la teoría de Fermi viene dada por la relación:

GF =
g2

8M2
W

√
2 ≃ 1,166× 10−5GeV−2, (2.27)

donde GF es la constante de Fermi.

2.5. Elemento de matriz Sfi y amplitud de transición invariante

El elemento de matriz de dispersión Sfi, que conecta el estado inicial |i⟩ con el estado
final |f⟩, se define como [15, 16]:

Sfi = −i
∫
d4XHW (X). (2.28)

Sustituyendo en esta expresión la densidad hamiltoniana (2.18) y el potencial débil (2.26)
el elemento de matriz resulta:

Sfi = −i GF√
2

∫
d4X

∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
j†µ e

iQ·(X−Y ) Jµ(Y ) . (2.29)

Introduciendo las relaciones (2.13) y (2.15), referidas respectivamente a las corrientes
leptónica y hadrónica, se obtiene:

Sfi = −i GF√
2

M
√
mνµmµ

V 2
√
ϵiϵfEiEf

[
ūl(kl, sl)γµ(1− γ5)uνl(kνl , sνl)

]† [
ūp(pf , sf )Γ̃

µun(pi, si)
]

×
∫
d4X

∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
eiQ·(X−Y ) ei(kl−kνl )·X ei(pf−pi)·Y .

(2.30)
Finalmente, tras calcular las integrales (ver A.3.1), el elemento de matriz resulta:

Sfi = −i GF√
2V 2

M
√
mνµmµ√

ϵiϵfEiEf

(2π)4δ4(kl − kνl + pf − pi)

×
[
ūl(kl, sl)γµ(1− γ5)uνl(kνl , sνl)

]† [
ūp(pf , sf )Γ̃

µun(pi, si)
]
.

(2.31)

Por otro lado, la tasa de transición por unidad de volumen viene dada por:

Wfi =
|Sfi|2

V T
=
G2

F

2

[(2π)4δ4(kl − kνl + pf − pi)]
2

V T

1

V 4

mνµmµM
2

ϵiϵfEiEf

|Mfi|2

=
G2

F

2
(2π)4δ4(kl − kνl + pf − pi)

1

V 4

mνµmµM
2

ϵiϵfEiEf

|Mfi|2 ,
(2.32)

donde se ha hecho uso de las propiedades de la función delta de Dirac (ver A.3.2) y se ha
introducido la amplitud de transición invariante Lorentz Mfi:
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Mfi =
[
ūl(kl, sl)γµ(1− γ5)uνl(kνµ , sνµ)

]† [
ūp(pf , sf )Γ̃

µun(pi, si)
]
. (2.33)

2.6. Sección eficaz

Una vez determinada la amplitud de transición o elemento de matriz Sfi, puede eva-
luarse la sección eficaz del proceso:

dσ =
|Sfi|2

t · Φinc

dρ , (2.34)

donde t, Φinc, y dρ representan el tiempo, el flujo de partículas incidentes y la densidad
de estados finales, respectivamente. Esta última viene dada por:

dρ =
N∏
f

V

(2π)3
d3p⃗f . (2.35)

Por último, el flujo de partículas incidentes se define como:

Φinc =
|v⃗i|
V

, (2.36)

con V el volumen y |v⃗i| el módulo de la velocidad de las partículas incidentes.

Finalmente, la sección eficaz diferencial viene dada en la forma (ver Apéndice A.4 para
detalles):

dσ =
G2

F

2

mνl

|⃗ki|
|Mfi|2

1

4π2
δ4(kl − kνl + pf − pi)

mµ

ϵf
d3k⃗l

M

Ef

d3p⃗f , (2.37)

con
d3k⃗l = |⃗kl|2 d|⃗kl| dΩ = |⃗kl|ϵf dϵf dΩ , (2.38)

donde se han usado las relaciones ϵ2f = |⃗kl|2 +m2
µ y |⃗kl| d|⃗kl| = ϵf dϵf .

Por otra parte, la integración sobre el momento del nucleón final puede realizarse
directamente mediante la delta de conservación del cuadrimomento (ver A.3.3),∫

d3p⃗f
2Ef

δ4(pf − pi −Q) = δ(Q2 + 2Mω) =
1

2M
δ

(
ω − |Q2|

2M

)
. (2.39)

La amplitud invariante al cuadrado puede escribirse en términos de la contracción
entre los tensores leptónico (η̃µν) y hadrónico (W̃ µν) reducidos:

mνlmµ

2
|Mfi|2 = η̃µνW̃

µν . (2.40)

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.37), se obtiene finalmente la sección eficaz

12



diferencial doble
dσ

dEl dΩ
=

|⃗kl|
|⃗kνl |

G2
F

4π2
δ

(
ω − |Q2|

2M

)
η̃µνW̃

µν . (2.41)

2.7. Contracción de los tensores leptónicos y hadrónicos

Para conocer la sección eficaz se necesita calcular la contracción η̃µνW̃ µν . Para ello, se
hará uso del método de trazas, (ver detalles en el apéndice B)

Tensor leptónico ηµν

Se define en primer lugar el tensor leptónico a partir de la corriente leptónica como:

ηµν = j†µjν =
∑
si,sf

[ūlγ̃µuνl ]
† [ūlγ̃νuνl ] , (2.42)

donde
γ̃µ ≡ γµ − γµγ5. (2.43)

Usando relaciones de completitud para los espinores y técnicas de trazas (ver el Apéndice
B), la expresión (2.42) puede escribirse3 como:

ηµν = Tr

[
/kf +ml

2ml

γ̃µ
/ki +mνl

2mνl

γ̃ν

]
=

1

4mµmν

Tr
[
(/kf +mµ) γ̃µ (/ki +mν) γ̃ν

]
. (2.44)

Se obtiene, tras un elaborado cálculo recogido en B.2, la siguiente expresión4:

η̃µν = 2
[
kfµkiν − (kf ·ki) gµν + kfνkiµ + iϵαµβνk

α
f k

β
i

]
. (2.45)

Resulta útil separar esta expresión en su parte simétrica y antisimétrica:

η̃µν = η̃Sµν + η̃Aµν , (2.46)

con
η̃Sµν = 2 [kfµkiν − (kf ·ki) gµν + kfνkiµ] , (2.47)

η̃Aµν = 2iϵαµβνk
α
f k

β
i . (2.48)

Tensor hadrónico W µν

De manera análoga, el tensor hadrónico se define por

W µν = Jµ†Jν =
∑
si,sf

(
ūpΓ̃

µun

)† (
ūpΓ̃

νun

)
, (2.49)

3Nota: por simplicidad se toma ml ≡ mµ y mνl
≡ mνµ

≡ mν
4Nota: ηµν =

η̃µν

mνµmµ
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y, al promediar sobre el espín inicial del nucleón5,

W̃ µν =
1

8M2
Tr
[
(/pf +M) Γ̃µ (/pi +M) Γ̃ν

]
. (2.50)

La corriente hadrónica se descompone en sus partes vectorial y axial (ver (2.16)):

Γ̃µ = Γ̃µ
V + Γ̃µ

A, (2.51)

con
Γ̃µ
V = F V

1 (Q2)γµ + i
F V
2 (Q2)

2M
σµνQν , (2.52)

Γ̃µ
A = GA(Q

2)γµγ5 +
GP (Q

2)

2M
Qµγ5 = GA(Q

2)γµγ5 + FP (Q
2)Qµγ5. (2.53)

Para calcular el tensor hadrónico, este se puede descomponer en tres componentes:

W̃ µν = W̃ µν
V + W̃ µν

A + W̃ µν
V A, (2.54)

donde los tres términos recogen, respectivamente, la componente vector (V), la compo-
nente axial (A) y la componente vector-axial (VA).

Término vector: W̃ µν
V

W̃ µν
V =

1

8M2
Tr
[
(/pf +M) Γ̃µ

V (/pi +M) Γ̃ν
V

]
=

1

8M2

[
(F V

1 )2 fµν
11 +

(F V
2 )2

4M2
fµν
22 +

i F V
1 F

V
2

2M
fµν
12

]
,

(2.55)

donde

fµν
11 ≡ Tr

[
(/pf +M) γµ (/pi +M) γν

]
= 4

[
pµfp

ν
i + pνfp

µ
i +

(
M2 − pf ·pi

)
gµν
]

(2.56)

fµν
22 ≡ Tr

[
(/pf +M)σµαQα (/pi +M)σνβQβ

]
= 4
[
−Q2

(
pµfp

ν
i + pνfp

µ
i

)
+ (pf ·Q) (Qµpνi +Qνpµi ) + (pi ·Q)

(
Qµpνf +Qνpµf

)
− (pf ·pi)QµQν + gµν

(
Q2(pf ·pi)− 2(pf ·Q)(pi ·Q)

)
+M2

(
gµνQ2 −QµQν

) ]
(2.57)

fµν
12 ≡ Tr

[
(/pf +M)σµαQα (/pi +M) γν − (/pf +M) γµ (/pi +M)σνβQβ

]
= 4iM

[
pµfQ

ν +Qµpνf − pµiQ
ν −Qµpνi − 2gµν(pf ·Q) + 2gµν(pi ·Q)

]
(2.58)

5Nota: W̃µν = 1
2W

µν
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Término axial: W̃ µν
A

W̃ µν
A =

1

8M2
Tr
[
(/pf +M) Γ̃µ

A (/pi +M) Γ̃
ν

A

]
,

=
1

8M2

[
G2

A f
µν
33 + F 2

P f
µν
44 +GAFP f

µν
34

]
,

(2.59)

donde

fµν
33 ≡ Tr

[
(/pf +M)γµγ5(/pi +M)γνγ5

]
= 4

[
pµfp

ν
i + pνfp

µ
i − gµν(pf · pi +M2)

]
(2.60)

fµν
44 ≡ −Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)Qνγ5

]
= 4

(
pf · pi −M2

)
QµQν (2.61)

fµν
34 ≡ Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)γνγ5

]
− Tr

[
(/pf +M)γµγ5(/pi +M)Qνγ5

]
= 4M

[
−Qµpνf −Qνpµf + pµiQ

ν + pνiQ
µ
]

(2.62)

Término vector-axial: W̃ µν
V A

W̃ µν
V A =

1

8M2
Tr
[
(/pf +M)Γ̃µ

V (/pi +M)Γ̃
ν

A + (/pf +M)Γ̃µ
A(/pi +M)Γ̃

ν

V

]
=

1

8M2

[
F V
1 GA f

µν
45 + i

F V
2

2M
GA f

µν
56 + F V

1 FP f
µν
67 + i

F V
2

2M
FP f

µν
78

]
,

(2.63)

donde

fµν
45 ≡ Tr

[
/pfγ

µ
/piγ

νγ5
]
+ Tr

[
/pfγ

µγ5/piγ
ν
]
= 8i pfαpiβ ϵ

νµαβ (2.64)

fµν
56 ≡ Tr

[
(/pf +M)σµαQα(/pi +M)γνγ5

]
− Tr

[
(/pf +M)γµγ5(/pi +M)σνβQβ

]
(2.65)

= 8M (pfτQρ ϵ
τµνρ + piτQρ ϵ

ρµτν) (2.66)

fµν
67 ≡ Tr

[
(/pf +M)γµ(/pi +M)Qνγ5

]
+ Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)γν

]
= 0 (2.67)

fµν
78 ≡ Tr

[
(/pf +M)σµαQα(/pi +M)Qνγ5

]
− Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)σνβQβ

]
= 4 pfρpiσQ

νQδ ϵ
ρµδσ − 4 pfρpiσQ

µQδ ϵ
ρσµδ. (2.68)

Todas estas expresiones se pueden simplificar haciendo uso de las relaciones cinemáti-
cas descritas en B.7.

Tras simplificar las trazas, el tensor hadrónico puede escribirse en la forma covariante
general:

W̃ µν = −W1(Q
2) gµν +W2(Q

2)
pµi p

ν
i

M2
+ iW3(Q

2)
ϵµνβαpiβQα

2M2

+W4(Q
2)
QµQν

M2
+W5(Q

2)
pµiQ

ν +Qµpνi
2M2

.

(2.69)
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Las funciones Wi se llaman funciones de estructura hadrónica y quedan determinadas
por los factores de forma. En particular,

W1 = τ
[
(F V

1 + F V
2 )2 +G2

A

]
+G2

A, (2.70)

W2 = (F V
1 )2 + τ(F V

2 )2 +G2
A, (2.71)

W3 = 2GA(F
V
1 + F V

2 ), (2.72)

W4 =
|Q2| − 4M2

(4M2)2
(F V

2 )2 − GA FP

M
+ τF 2

P − F V
1 F

V
2

2M2
, (2.73)

W5 = W2, (2.74)

donde
τ ≡ |Q2|

4M2
. (2.75)

Por otro lado, del mismo modo que en el caso leptónico, el tensor hadrónico puede
descomponerse en parte simétrica y antisimétrica:

W̃ µν = W̃ µν
S + W̃ µν

A , (2.76)

con
W̃ µν

S = −W1 g
µν +W2

pµi p
ν
i

M2
+W4

QµQν

M2
+W5

pµiQ
ν +Qµpνi
2M2

, (2.77)

W̃ µν
A = iW3

ϵµνβαpiβQα

2M2
. (2.78)

Por consiguiente, la contracción se reduce a

η̃µνW̃
µν = η̃SµνW̃

µν
S + η̃AµνW̃

µν
A , (2.79)

ya que la contracción entre una parte simétrica y una antisimétrica es nula.
Efectuando ahora la contracción, se obtiene 6

η̃µνW̃
µν = 2W1Eνl

(
El − |⃗kl| cos θµ

)
+W2Eνl

(
El + |⃗kl| cos θµ

)
+
W3

M
Eνl

[
(Eνl + El)

(
El − |⃗kl| cos θµ

)
−m2

l

]
+m2

lW4Eνl

(
El − |⃗kl| cos θµ

)
− W5

M
m2

lEνl . (2.80)

Para el caso de antineutrinos, la única modificación relevante consiste en el cambio de
signo del término de interferencia vector–axial, es decir, del término proporcional a W3.

6Para mantener la coherencia con las variables cinemáticas: Eνl
≡ Eνµ

≡ ϵi y E
l
≡ Eµ ≡ ϵf
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Sustituyendo este resultado en la sección eficaz diferencial doble (2.41), se llega a

dσ

dEl dΩ
= |⃗kl|El

G2
F

4π2
δ

(
ω − |Q2|

2M

){
4W1 sin

2 θµ
2

+ 2W2 cos
2 θµ
2

± 2W3
Eνl + El

M
sin2 θµ

2

+
m2

l

El(El + |⃗kl|)

[
2W1 cos θµ −W2 cos θµ ±

W3

2

(
Eνl + El

M
cos θµ −

El + |⃗kl|
M

)

+W4

(
m2

l cos θµ + 2El(El + |⃗kl|) sin2 θµ
2

)
− W5

M
(El + |⃗kl|)

]}
,

(2.81)

donde, en el término W3, el signo superior corresponde a neutrinos y el inferior a antineu-
trinos. Por otro lado, en el límite ultrarrelativista el valor de la masa del leptón cargado
es despreciable, entonces la expresión anterior queda:

dσ

dEl dΩ
= |⃗kl|El

G2
F

2π2
δ

(
ω − |Q2|

2M

){
2W1 sin

2 θµ
2

+W2 cos
2 θµ
2

±W3
Eνl + El

M
sin2 θµ

2

}
(2.82)

2.8. Sección eficaz diferencial integrada

A partir de la expresión (2.81) se puede integrar con respecto a la variable deseada para
obtener secciones eficaces integradas. Para integrar con respecto al ángulo, es necesario
expresar el argumento de la delta de Dirac de la expresión (2.81) en función de coseno del
ángulo del muón saliente respecto al neutrino incidente. Partiendo de:

δ

(
ω − |Q2|

2M

)
= 2M δ

(
2Mω − |Q2|

)
, (2.83)

y haciendo uso de las relaciones de conservación y propiedades de la delta de Dirac se
obtiene (ver C.1-C.2):

δ
(
2Mω − |Q2|

)
=

1

2Eνl |⃗kl|
δ

(
cos θµ −

2(EνlEl +MEl −MEνl)−m2
l

2Eνl |⃗kl|

)
. (2.84)

De esta forma, la sección eficaz diferencial doble de la expresión (2.81) queda:

dσ

dEl dΩ
=

|⃗kl|
Eνl

G2
F

4π2
η̃µνW̃

µν 2M

2Eνl |⃗kl|
δ(cos θµ − cos θ0) , (2.85)

donde
cos θ0 =

2 (EνlEl +MEl −MEνl)−m2
l

2Eνl |⃗kl|
. (2.86)
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Haciendo uso de (2.84), puede integrarse respecto al ángulo sólido, obteniendo la sec-
ción eficaz diferencial respecto a la energía del muón saliente:

dσ

dEl

=
2MG2

F

4π2

∫
dΩ

|⃗kl|
Eνl

η̃µνW̃
µν

2Eνl |⃗kl|
δ(cos θµ − cos θ0) =

2MG2
F

4πE 2
νl

η̃µνW̃
µν

∣∣∣∣∣
cos θµ=cos θ0

.

(2.87)

Por último, puede evaluarse la sección eficaz diferencial en función de las otras variables
angulares como pueden ser el ángulo sólido o el coseno del ángulo del muón saliente con
respecto al neutrino incidente:

dσ

d cos θµ
=

dσ

dEl

(
dEl

d cos θµ

)
=
MG2

F

2πE 2
νl

η̃µνW̃
µν

(
dEl

d cos θµ

) ∣∣∣∣∣
cos θµ=cos θ0

, (2.88)

con (
dEl

d cos θµ

)
=

|⃗kl|

1 +
M

Eνl

− El cos θµ

|⃗kl|

, (2.89)

el jacobiano de la transformación (ver C.4). Finalmente, la sección eficaz diferencial res-
pecto a las variables angulares del leptón resulta:

dσ

dΩ
=

1

2π

dσ

d cos θµ
=
G2

F |⃗kl|
4π2Eνl

f−1
rec η̃µνW̃

µν

∣∣∣∣∣
cos θµ=cos θ0

, (2.90)

donde el factor de retroceso viene dado como

frec ≡ 1 +
Eνl

(
|⃗kl| − El cos θµ

)
M |⃗kl|

. (2.91)
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3. Estructura hadrónica

El cálculo explícito de las secciones eficaces requiere conocer la estructura interna
del nucleón. Dicha estructura viene descrita por los factores de forma. En esta sección
se estudian los distintos factores de forma hadrónicos que intervienen en la corriente
débil cargada, así como sus relaciones y principales parametrizaciones fenomenológicas.
Posteriormente, se calculan dichas secciones eficaces para varias parametrizaciones de los
factores de forma del nucleón.

3.1. Estructura Vector

Cuando se definió (2.16), se vio como esta estructura se desglosaba a su vez en una
parte vector y una parte axial. En la parte vector se aprecia cómo esta depende de los
términos F V

1 (Q2) y F V
2 (Q2). Estos representan dos funciones escalares independientes

(combinaciones isovectores (V)) construidas como combinación lineal de los factores de
forma de Pauli (F n,p

1 (Q2)) y de Dirac (F n,p
2 (Q2))7, que surgen de la interacción electro-

magnética y son determinados experimentalmente mediante medidas de secciones eficaces
diferenciales [14].

Por otra parte, se definen [17] los factores de forma de Sachs eléctrico y magnético
como combinación lineal de F n,p

1 y F n,p
2 :

Gn,p
E (Q2) ≡ F n,p

1 (Q2)− Q2

4M2
F n,p
2 (Q2), Gn,p

M (Q2) ≡ F n,p
1 (Q2) + F n,p

2 (Q2). (3.1)

En el límite de bajo momento transferido (i.e. Q2 ≈ 0) [18] los factores de forma
de Sachs corresponden con la carga total y los momentos magnéticos del protón y del
neutrón:

Gn
E(0) = 0, Gp

E(0) = 1. (3.2)

Gn
M(0) ≃ −1.91, Gp

M(0) ≃ 2.79. (3.3)

Tal como se mencionó brevemente al principio, a partir de los factores de forma de
Dirac y de Pauli se construyen combinaciones isovectores (V) (i.e. F V

1 (Q2) y F V
2 (Q2)).

Por otro lado, se construye también una combinación isovector para la corriente débil,
siguiendo el mismo razonamiento seguido para los factores de forma electromagnéticos
(EM), esto es, a partir de los factores de forma de Pauli y Dirac se tienen los factores de
forma de Sachs para la interacción débil [14, 19]:

GV
E =

1

2
(Gp

E −Gn
E) ≡ F V

1 − Q2

4M2
F V
2 , GV

M =
1

2
(Gp

M −Gn
M) ≡ F V

1 + F V
2 . (3.4)

7Nota: los superíndices n y p hacen referencia, respectivamente, al neutrón y al protón.
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El hecho de escribir (3.1) y (3.4) de esta forma resalta la equivalencia entre los factores
de Sachs electromagnéticos y los asociados a la interacción débil.

Conservación de la corriente vector (CVC)

La relación entre los factores de forma electromagnéticos y los factores de forma vector
débiles se justifica mediante la hipótesis de conservación de la corriente vector, conocida
por sus siglas en inglés: CVC (Conserved Vector Current).

Esta hipótesis establece que la componente vector de la corriente débil cargada pertene-
ce al mismo multiplete de isospín que la corriente electromagnética [14]. En consecuencia,
la parte vector de la corriente débil cargada no introduce nuevos factores de forma in-
dependientes, sino que puede construirse a partir de las combinaciones isovectores de los
factores de forma electromagnéticos del protón y del neutrón: (3.4) [14, 19].

De forma práctica, aunque la corriente vectorial débil se escribe en términos de los
factores de forma de Pauli y Dirac isovectores, F V

1 (Q2) y F V
2 (Q2), las parametrizaciones

experimentales suelen proporcionarse en términos de los factores de forma de Sachs elec-
tromagnéticos. Por ello, resulta conveniente invertir las relaciones de Sachs y expresar F V

1

y F V
2 directamente en función de las combinaciones protón–neutrón (i.e. (3.1))[14]:

F V
1 (Q2) =

1

2(1 + τ)
[(Gp

E −Gn
E) + τ (Gp

M −Gn
M)] . (3.5)

F V
2 (Q2) =

1

2(1 + τ)
[(Gp

M −Gn
M)− (Gp

E −Gn
E)] . (3.6)

Modelos para los factores de forma EM

En este contexto, surge con naturalidad la necesidad de escribir explícitamente la de-
pendencia de los factores de forma EM del nucleón (i.e. Gn,p

E,M) respecto al cuadrimomento
transferido Q2. Para facilitar la lectura, se agrupan los modelos en dos grupos: modelos
fenomenológicos y modelos de tipo VMD (Vector Meson Dominance) [20].

Modelos fenomenológicos Estos modelos no parten directamente de una derivación
microscópica completa desde la cromodinámica cuántica (QCD, por sus siglas en inglés),
sino que propone una forma funcional dependiente de Q2, con parámetros ajustados a los
datos experimentales:

Parametrización dipolar de Galster
Esta parametrización, todavía usada en la literatura, reproduce razonablemente bien
los factores de forma del protón para |Q2| ≤ 1GeV2, con un error estimado de ∼ 5%.
En el caso del neutrón, la descripción es menos precisa debido a las incertidumbres
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de los datos experimentales [20]. La parametrización de Galster puede escribirse de
forma compacta introduciendo el factor:

GV
D(Q

2) =
1

(1 + λVDτ)
2 , (3.7)

donde λVD = 4.97. Los factores de forma electromagnéticos de Sachs se expresan
como [14, 20, 21]:

Gp
E(Q

2) = GV
D(Q

2), Gp
M(Q2) = µpG

V
D(Q

2), (3.8)

Gn
E(Q

2) = −µn τ ξnG
V
D(Q

2), Gn
M(Q2) = µnG

V
D(Q

2), (3.9)

con
ξn =

1

1 + λnτ
, λn = 5.6, (3.10)

donde µp = 2.793 y µn = −1.913 son, respectivamente, los momentos magnéticos
del protón y del neutrón.

Parametrización de Kelly
Esta parametrización constituye una extensión de la de Galster, proporcionando
una descripción razonable de todos los datos experimentales [14]. Los factores de
forma eléctrico y magnético del protón y magnético del neutrón se expresan de la
siguiente forma genérica [22, 20, 23]:

G(Q2) ∝

n∑
k=0

akτ
k

1 +
n+2∑
k=1

bkτ
k

, (3.11)

donde el exponente de τ viene dado por nmáx = 1 y a0 = 1 por consideraciones de
normalización [14].

Modelos de tipo VMD Estos modelos describen de una forma más fundamental los
factores de forma del nucleón. Dentro de esta descripción, dichos factores de forma vienen
expresados en función de propagadores mesónicos y factores de forma mesón-nucleón.

Parametrización GKeX
La parametrización GKeX constituye una extensión del modelo original de Gari–
Krümpelmann. A diferencia de las parametrizaciones fenomenológicas anteriores,
cuyo objetivo principal es reproducir los datos mediante formas funcionales relati-
vamente simples, GKeX se basa en una descripción de tipo VMD.
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En concreto, el modelo GKeX incorpora contribuciones asociadas a los mesones
vectoriales ρ, ρ′, ω, ω′ y ϕ. Asimismo, impone el comportamiento asintótico esperado
a grandes valores de |Q2|, de acuerdo con las predicciones de la QCD perturbativa
[20, 14].

En comparación con la parametrización dipolar de Galster, GKeX proporciona una
descripción más sofisticada de la estructura interna del nucleón y resulta especial-
mente relevante cuando se exploran regiones de |Q2| más elevadas (véase la Fig.4).

Comparación de los modelos

En la figura 4, se representan los factores de forma EM de Sachs frente al módulo del
cuadrimomento transferido al cuadrado (i.e. |Q2|) para las parametrizaciones dipolar de
Galster y GKeX. Se observa claramente como a valores pequeños de |Q2| ambos modelos
coinciden prácticamente. No obstante, a valores crecientes de |Q2| las diferencias comien-
zan a aparecer, dando lugar a notables discrepancias entre ambas parametrizaciones. Cabe
resaltar la precisión de GKeX, que reproduce el comportamiento los datos experimentales
(extraídos, de [24]) en toda la región de |Q2|.
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Figura 4: Factores de forma EM del protón y del neutrón, comparando las parametriza-
ciones Galster y GKeX con los datos experimentales de referencia [24].
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Análogamente, en la figura 5, se representan los factores de forma isovectores, asociados
a la corriente débil (i.e. GV

E y GV
M), frente a |Q2|, de nuevo, para ambas parametrizaciones:
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Figura 5: Representación de los factores de forma isovectores.

3.2. Estructura Axial

La expresión general de la corriente hadrónica débil (2.16) presenta una contribu-
ción axial que viene determinada por GA(Q

2) y GP (Q
2), los factores de forma axial y

pseudoescalar, respectivamente, del nucleón.
A diferencia de los factores de forma vectores, que pueden relacionarse con los factores

de forma electromagnéticos mediante la hipótesis CVC, el factor de forma axial GA(Q
2)

no aparece en procesos electromagnéticos, y por consiguiente su determinación requie-
re procesos débiles, principalmente dispersión neutrino–nucleón y antineutrino–nucleón.
Ello introduce mayores dificultades experimentales y, en consecuencia, una incertidumbre
fenomenológica más relevante.

En las siguientes subsecciones se presentan varios modelos para el factor de forma
axial y se analiza cómo sus diferencias afectan a la descripción de la estructura axial del
nucleón.

3.2.1. Parametrización dipolar

Siguiendo una analogía con los factores de forma vectores, se presenta un modelo
ampliamente usado por su simplicidad. La parametrización dipolar [25], similar a la de
Galster, viene dada por:

GD
A(Q

2) =
GA(0)(

1 +
Q2

M2
A

)2 , (3.12)
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donde GA(0) = gA = −1.267 [14] es la constante de acoplamiento axial y MA = 1.032

GeV es la masa axial [26], parámetro fenomenológico que controla la rapidez con la que
GA(Q

2) decrece al aumentar el momento transferido.

El valor estándar empleado en la parametrización dipolar se sitúa en torno a MA ≃
1.03GeV, consistente con los análisis de datos de dispersión neutrino–deuterio y con las
determinaciones procedentes de electroproducción de piones a bajo Q2 [27, 28]. Sin embar-
go, en algunos análisis del experimento MiniBooNE sobre la interacción de neutrinos en
carbono se propuso un valor efectivo mayor, MA ≃ 1.35GeV, con el objetivo de aumentar
la sección eficaz teórica y mejorar el acuerdo con sus datos experimentales [14, 29].

Tras un estudio más detallado se concluyó que el incremento observado en la sección
eficaz de MiniBooNE, y comprobado en otros experimentos posteriores de interacción
neutrino-núcleo, era debido a procesos nucleares no considerados en un principio. Por
tanto, ese valor elevado de MA propuesto no debe interpretarse necesariamente como una
modificación real de la estructura axial del nucleón, sino como un parámetro efectivo que
puede estar implicando efectos nucleares no incluidos explícitamente en el modelo [30].

Como se observa en la Fig. 6, ambas parametrizaciones (para distintos valores de
masa axial) coinciden en el límite Q2 → 0, ya que están normalizados a GA(0) = gA. Sin
embargo, al aumentar el momento transferido, la curva correspondiente a MA = 1.35GeV

decrece más lentamente que la asociada al valor estándar MA = 1.03GeV. Por tanto, un
valor mayor de la masa axial incrementa la contribución axial a transferencias de momento
intermedias y altas.
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Figura 6: Dependencia del factor de forma axial normalizado GA(Q
2)/gA con |Q2|.
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3.2.2. Parametrización monopolar

Además de la parametrización dipolar, también puede considerarse una dependencia
monopolar para el factor de forma axial. En este caso se escribe:

GM
A (Q2) =

GA(0)

1 +
Q2

M̃2
A

, (3.13)

donde M̃A es la masa axial asociada a la parametrización monopolar.
A diferencia de la parametrización dipolar, no existe un valor estándar de la masa

axial M̃A determinado experimentalmente de forma análoga a MA. Esta forma funcional
se introduce como una alternativa fenomenológica a la forma funcional dipolar, con el
objetivo de estudiar la sensibilidad de los observables a la dependencia en Q2 del factor
de forma axial. Siguiendo la referencia [20], se considera el intervalo:

M̃A = 0.5− 1.0GeV, (3.14)

que no debe interpretarse como un rango experimentalmente fijado, sino como una elección
razonable para comparar los efectos de una dependencia monopolar frente a la dipolar.

Hipótesis de corriente axial parcialmente conservada (PCAC). La contribución
pseudoescalar de la corriente axial (recuérdese (2.53)) se introduce con un factor de forma
GP relacionado con GA mediante la hipótesis de corriente axial parcialmente conservada,
conocida como PCAC por sus siglas en inglés (Partially Conserved Axial Current). Esta
hipótesis expresa que la corriente axial no se conserva exactamente, debido a la masa
finita del pión, pero que su divergencia está dominada por la contribución asociada al
polo piónico.

Bajo esta aproximación, el factor de forma pseudoescalar se escribe como [25]:

GP (Q
2) =

4M2
N

Q2 +m2
π

GA(Q
2), (3.15)

donde MN es la masa del nucleón y mπ la masa del pión. Esta expresión muestra que
GP (Q

2) no constituye, en esta aproximación, una nueva parametrización independiente,
sino que queda determinado una vez fijado el modelo escogido para GA(Q

2).

La presencia del denominador Q2+m2
π implica que la contribución pseudoescalar está

fuertemente dominada por la región de bajo momento transferido. Para valores crecientes
de Q2, el término de polo piónico decrece rápidamente, de modo que las diferencias entre
las parametrizaciones dipolar y monopolar de GA(Q

2) se reflejan de forma mucho menos
marcada en GP (Q

2) que en el propio factor de forma axial.
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En las Figs. 7 se muestra el comportamiento de GA y GP frente a |Q2| para dos valores
fijados de la masa axial M̃A:

(a) Factor de forma axial. (b) Factor de forma pseudoescalar.

Figura 7: Comparación entre las parametrizaciones dipolar y monopolar de los factores
de forma axial y pseudoescalar para M̃A = 0.75GeV y M̃A = 1GeV.

Como se observa en la Fig. 7, para M̃A = 0.75GeV la parametrización monopolar
produce una curva axial próxima a la dipolar en la región de bajo Q2, separándose de
ella de forma progresiva al aumentar el momento transferido. Para M̃A = 1GeV, la
parametrización monopolar presenta una caída aún más lenta con Q2, de modo que la
separación respecto al dipolo aumenta en la región de transferencias intermedias y altas.

La diferencia entre ambas parametrizaciones es mucho menos visible en el factor de
forma pseudoescalar. Esto se debe a que GP (Q

2) está dominado por el factor de polo
piónico, proporcional a (Q2 +m2

π)
−1, de modo que su dependencia global con Q2 queda

controlada principalmente por esta estructura y no tanto por la forma concreta escogida
para GA(Q

2).
Por otro lado, a partir de la Ec. (3.15), la cantidad representada en las figuras puede

escribirse de forma normalizada como:

GP (Q
2)

GP (0)
=

m2
π

Q2 +m2
π

GA(Q
2)

GA(0)
. (3.16)

Esta forma deja claro que la caída de GP (Q
2) está controlada principalmente por el factor

(Q2+m2
π)

−1, mientras que la dependencia concreta de GA(Q
2) actúa como una corrección

adicional.

3.2.3. Modelo de dos componentes

Las parametrizaciones dipolar y monopolar introducidas anteriormente permiten es-
tudiar la sensibilidad del factor de forma axial a distintas formas funcionales simples. Sin
embargo, existen modelos con una base física más detallada. Entre ellos destaca el modelo
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de dos componentes, en el que la estructura del nucleón se describe como la combinación
de una contribución intrínseca, asociada a los tres quarks del nucleón, y una contribución
mesónica, asociada a la nube de mesones que rodea al nucleón [25].

En este modelo, el factor de forma axial se parametriza como:

G2c
A (Q

2) = GA(0) g(Q
2)

[
1− α + α

m2
a1

m2
a1
+Q2

]
, (3.17)

donde:
g(Q2) =

1

(1 + γQ2)2
. (3.18)

En estas expresiones, g(Q2) describe la contribución intrínseca asociada a los tres
quarks del nucleón, mientras que el término proporcional a α representa la contribución
de la nube mesónica. El parámetro ma1 se identifica con la masa del mesón axial a1(1260),
tomándose habitualmente ma1 = 1.23GeV.

Por su parte, α es un parámetro adimensional que controla el peso relativo de la
contribución mesónica, mientras que γ, con dimensiones de GeV−2, fija la escala en Q2 de
la contribución intrínseca g(Q2). En particular, un valor mayor de γ produce una caída
más rápida de g(Q2) al aumentar el momento transferido.

Esta parametrización conserva la normalización correcta en el origen. En efecto, para
Q2 = 0 se tiene g(0) = 1 y

1− α + α
m2

a1

m2
a1

= 1, (3.19)

de modo que
G2c

A (0) = GA(0) = gA. (3.20)

En la referencia [25] se ajustan los parámetros del modelo empleando datos de disper-
sión neutrino–nucleón y datos de electroproducción de piones. En particular, se consideran
distintas interpretaciones de los datos de electroproducción, entre ellas las aproximaciones
Soft-Pion y PCAC8. Estas dos opciones resultan especialmente útiles porque proporcio-
nan dos comportamientos extremos dentro del modelo de dos componentes, permitiendo
estimar la incertidumbre asociada a la extracción de GA(Q

2).
Una elección representativa de parámetros es [25]:

Modelo α γ (GeV−2)

Soft-Pion 0.93 0.53

PCAC 1.01 0.54

(3.21)

8Debe notarse que el uso de la etiqueta PCAC en este contexto se refiere a una de las interpretaciones
empleadas para extraer el factor de forma axial a partir de datos de electroproducción de piones. Por tanto,
aunque está relacionada conceptualmente con la hipótesis de corriente axial parcialmente conservada, no
debe confundirse con la relación PCAC empleada anteriormente para expresar GP (Q

2) en función de
GA(Q

2) (i.e. ecuación (3.15)).
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En comparación con el modelo dipolar estándar, el modelo de dos componentes puede
producir diferencias apreciables en la dependencia conQ2, sobre todo a partir de |Q2| = 0.1

GeV2, tal y como muestra la Fig. 8.
Para visualizar mejor estas diferencias, resulta más conveniente representar el cociente,

|G2c
A (Q

2)|/|GD
A(Q

2)|, entre el modelo de dos componentes y la parametrización dipolar
estándar, donde GD

A(Q
2) corresponde a MA = 1.032GeV. Esta representación permite

identificar con mayor claridad las regiones de Q2 en las que el modelo de dos componentes
se separa del comportamiento dipolar.

Como se observa en la Fig. 8, ambas variantes del modelo de dos componentes coin-
ciden prácticamente con la parametrización dipolar en la región de bajo Q2. En la zona
intermedia, la variante Soft-Pion predice un valor ligeramente superior al dipolo, mientras
que la variante PCAC se mantiene muy próxima a este. Sin embargo, al aumentar el mo-
mento transferido, ambas curvas comienzan a situarse por debajo del modelo dipolar. Así
pues, sus efectos serán más visibles en observables sensibles a transferencias de momento
intermedias y altas.
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Figura 8: Cociente entre el factor de forma axial del modelo de dos componentes (para
las variantes Soft-Pion y PCAC) y el factor de forma axial dipolar estándar.

3.2.4. Parametrización BBBA2007

Otra parametrización relevante para el factor de forma axial es la propuesta por Bodek,
Budd, Bradford y Avvakumov, conocida habitualmente como BBBA2007 o BBBA07 [28].
A diferencia de las parametrizaciones dipolar y monopolar introducidas anteriormente,
BBBA2007 no consiste únicamente en considerar una forma funcional simple paraGA(Q

2),
sino que introduce una corrección fenomenológica sobre una forma dipolar base mediante
la variable de Nachtmann ξ.
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Esta parametrización fue construida con el objetivo de describir correctamente el ré-
gimen de bajo momento transferido, donde domina la estructura espacial del nucleón,
e incorporar al mismo tiempo restricciones motivadas por la dualidad quark–hadrón en
la región de alto Q2. En este sentido, BBBA2007 constituye una parametrización más
elaborada que el dipolo estándar.

Para el caso elástico, la variable de Nachtmann se define como:

ξ =
2

1 +

√
1 +

1

τ

, (3.22)

Esta variable verifica que ξ → 0 cuando Q2 → 0 y ξ → 1 cuando Q2 crece, por lo que
permite interpolar de forma controlada entre el régimen de baja y alta transferencia de
momento.

La parametrización BBBA2007 puede escribirse como [28]:

GBBBA07
A (Q2) = GD

A(Q
2;MBBBA07

A )A25
FA(ξ), (3.23)

donde GD
A es la forma dipolar axial:

GD
A(Q

2;MBBBA07
A ) =

GA(0)(
1 +

Q2

(MBBBA07
A )2

)2 , (3.24)

y A25
FA(ξ) es una función que depende de ξ. En el análisis original (i.e. [28]) se usa el

valor MBBBA07
A = 1.014GeV. La función A25

FA(ξ) se construye mediante interpolación de
Lagrange [28]:

A25
FA(ξ) =

7∑
j=1

pj

7∏
k=1
k ̸=j

ξ − ξk
ξj − ξk

, (3.25)

donde los nodos se toman equiespaciados en el intervalo 0 ≤ ξ ≤ 1:

ξj =

{
0,

1

6
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
5

6
, 1

}
. (3.26)

Los coeficientes asociados al factor de forma axial son:

j 1 2 3 4 5 6 7

pj 1.0000 0.9207 0.9795 1.0480 1.0516 1.2874 0.7707
(3.27)

La normalización en el origen se conserva automáticamente. En efecto, para Q2 = 0

se tiene ξ = 0 y, por construcción, A25
FA
(0) = 1. Por tanto, GBBBA07

A (0) = GA(0) = gA. Así,
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las diferencias entre BBBA2007 y la parametrización dipolar estándar no aparecen en el
valor de GA en el origen, sino en la dependencia con Q2.

Desde el punto de vista fenomenológico, BBBA2007 puede interpretarse como una
corrección al comportamiento dipolar, diseñada para incorporar información adicional
procedente de los datos experimentales. Esta característica la convierte en una parame-
trización útil para comparar con otros modelos axiales, como el dipolo estándar, el mo-
delo de dos componentes o descripciones más generales basadas en la expansión z (véase
3.2.5)[31, 32].

Para visualizar mejor el efecto de esta parametrización, resulta conveniente represen-
tar el cociente |GBBBA07

A (Q2)|/|GD
A(Q

2)|, donde GD
A(Q

2) corresponde a la parametrización
dipolar estándar. De esta forma se puede identificar de manera directa en qué regiones
de Q2 la corrección BBBA2007 se separa del comportamiento dipolar. Como se observa
en la Fig. 9, la parametrización BBBA2007 no se comporta simplemente como un dipolo
con una masa axial diferente. La curva continua representa el cociente entre GBBBA07

A (Q2)

y el dipolo base con MA = 1.014GeV, por lo que reproduce directamente el efecto de la
función correctora A25

FA
(ξ). En cambio, la curva discontinua compara BBBA2007 con el

dipolo estándar empleado en este trabajo, MA = 1.032GeV.
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Figura 9: Cociente entre el factor de forma axial de la parametrización BBBA2007 y dos
parametrizaciones dipolares de referencia.

En el límite Q2 → 0, los cocientes tienden a la unidad, ya que todas las parametri-
zaciones consideradas están normalizadas al mismo valor GA(0) = gA. Sin embargo, para
valores finitos de Q2 aparece una desviación no monótona: primero BBBA2007 queda lige-
ramente por debajo del comportamiento dipolar y, a transferencias de momento mayores,
la corrección aumenta hasta situarse por encima del dipolo. Este comportamiento viene
de la función interpoladora dependiente de la variable de Nachtmann ξ.
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Conviene señalar que la parametrización BBBA2007 fue construida originalmente pa-
ra describir los factores de forma vector del nucleón, cuya parte EM está fuertemente
restringida por datos experimentales. En este trabajo se emplea únicamente su extensión
al sector axial como una parametrización efectiva adicional. Sin embargo, la componente
axial está peor determinada experimentalmente que la vector, por lo que las incertidum-
bres asociadas a esta extensión son mayores.

3.2.5. Expansión z

Las parametrizaciones anteriores introducen formas funcionales concretas para des-
cribir la dependencia en Q2 del factor de forma axial. Una alternativa más flexible es la
llamada expansión z, que permite parametrizar GA(Q

2) mediante una serie de potencias
de una nueva variable adimensional z.

La idea fundamental consiste en realizar una transformación que lleva la variable
cinemática Q2 a una variable z de módulo pequeño en la región física de interés. Para el
factor de forma axial se define [31]:

z(Q2; t0, tcut) =

√
tcut +Q2 −

√
tcut − t0√

tcut +Q2 +
√
tcut − t0

, (3.28)

donde tcut representa el umbral de producción en el canal temporal y t0 es un parámetro
libre que puede elegirse para mejorar la convergencia de la serie. En el caso axial isovector
suele tomarse tcut = 9m2

π, asociado al umbral de tres piones. En análisis recientes se
emplea t0 = −0.28GeV2 y tcut = 9m2

π ≃ 0.1764GeV2 [31].
Una vez definida la variable z, el factor de forma axial se escribe como una serie de

potencias de la siguiente forma:

Gz
A(Q

2) =

kmáx∑
k=0

ak z(Q
2)k. (3.29)

Los coeficientes ak no están fijados a priori, sino que deben determinarse mediante ajustes
a datos experimentales o cálculos de QCD. La normalización axial se impone mediante la
condición: Gz

A(0) = gA, lo que, en general, implica que:

gA =

kmáx∑
k=0

ak z(0)
k. (3.30)

Si se escoge t0 = 0, entonces z(0) = 0 y la normalización queda simplemente dada por
a0 = gA. Para elecciones generales de t0, la condición de normalización relaciona entre sí
los coeficientes de la serie.

Una de las ventajas principales de la expansión z es que el factor de forma axial no
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sigue un comportamiento dipolar. De esta forma, permite estimar de modo más realista
la incertidumbre asociada a la forma funcional de GA(Q

2)[31, 32].
Como se observa en la Fig. 10, la expansión z permite describir desviaciones con-

troladas respecto a la parametrización dipolar sin imponer desde el principio una forma
funcional concreta para GA(Q

2). A la izquierda, se representa el factor de forma axial
normalizado, comparando el dipolo estándar con dos elecciones representativas de los co-
eficientes de la expansión (véase Cuadro 1). Ambas curvas de expansión z conservan la
normalización en el origen, GA(0) = gA, y reproducen un comportamiento compatible con
la forma esperada del factor axial, según la parametrización dipolar estándar.

Por otro lado, a la derecha, se muestra con mayor claridad la diferencia entre ambas
elecciones mediante el cociente |Gz

A(Q
2)|/|GD

A(Q
2)|. La primera elección de coeficientes,

denominada “cercana al dipolo”, permanece prácticamente coincidente con la parametri-
zación dipolar en gran parte del intervalo considerado, separándose de forma moderada
solo a transferencias de momento más altas. La segunda elección produce un factor axial
ligeramente mayor que el dipolar a valores intermedios y altos de Q2.

(a) Factor de forma axial normalizado. (b) Cociente respecto al dipolo estándar.

Figura 10: Comparación entre la parametrización dipolar estándar y dos elecciones re-
presentativas de la expansión z para el factor de forma axial (ver Cuadro 1). En ambas
representaciones se impone la normalizaciónGA(0) = gA, con tcut = 9m2

π, t0 = −0.28GeV2

y kmáx = 4.

Esta comparación ilustra la principal utilidad de la expansión z: no proporciona una
única curva universal, sino una familia flexible de parametrizaciones. Es más, a diferencia
del modelo dipolar, donde la dependencia queda controlada por una única masa axial, en
la expansión z dicha dependencia se distribuye entre varios coeficientes que, como ya se
mencionó, deben determinarse mediante datos experimentales o cálculos de QCD.
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Caso a1 a2 a3 a4

z cercana al dipolo −1.69 0.20 2.31 −1.15

z con caída más lenta −1.66 0.098 2.2245 −0.9325

Cuadro 1: Coeficientes empleados para las dos elecciones representativas de la expansión
z mostradas en la Fig. 10.

3.3. Estudio de la sección eficaz del proceso

Una vez presentadas las distintas parametrizaciones de los factores de forma vector
y axial, el siguiente paso es estudiar cómo estas diferencias se trasladan a observables
físicos, como por ejemplo la sección eficaz diferencial del proceso (i.e. (2.87) y (2.90)). Los
factores de forma aparecen directamente en la corriente hadrónica y, por tanto, en el tensor
hadrónico. En consecuencia, cualquier modificación en la descripción de la estructura
interna del nucleón se ve reflejada en un cambio en la sección eficaz diferencial.

En esta subsección se analiza dicha conexión utilizando el formalismo tensorial desa-
rrollado anteriormente (véase 2.7). En particular, se parte de la descomposición del tensor
hadrónico en funciones de estructura Wi(Q

2) (i.e. (2.70)-(2.75)), definidas en términos de
los factores de forma F V

1 (Q2), F V
2 (Q2), GA(Q

2) y GP (Q
2). De este modo, el estudio de

las secciones eficaces permite interpretar la fenomenología de los modelos introducidos en
las subsecciones anteriores.

3.3.1. Sección eficaz diferencial dσ/dΩ

La sección eficaz diferencial con respecto a las variables angulares del leptón (muón)
viene dada por la expresión (2.90). En la Fig. 11 se muestra dσ

dΩ
para Eν = 1GeV, repre-

sentada tanto en función de |Q2| como del ángulo de dispersión θµ para dos parametri-
zaciones vector diferentes: Galster y GKeX, esta última con dos masas axiales distintas:
MA = 1.032 y MA = 1.35 GeV.

Las curvas que se obtienen con las parametrizaciones vector Galster y GKeX son
prácticamente indistinguibles en el intervalo mostrado, cuando se mantiene fija la para-
metrización axial dipolar estándar (masa axial MA = 1.032 GeV).

Por el contrario, al aumentar el valor de la masa axial hasta MA = 1.35GeV, la sección
eficaz aumenta de forma apreciable. Esta comparación muestra que la sección eficaz dife-
rencial es mucho más sensible a la estructura axial del nucleón que a las diferencias entre
las parametrizaciones vector consideradas. Por otro lado, para estudiar la dependencia
con la energía incidente, en la Fig. 12 se representa la misma sección eficaz diferencial
para varios valores de Eν . Al aumentar la energía del neutrino, el rango cinemáticamente
accesible de |Q2| se amplía y la sección eficaz diferencial se extiende hacia transferencias
de momento mayores y se agrupan en ángulos cada vez más hacia adelante.
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Figura 11: Sección eficaz diferencial dσ/dΩ para Eν = 1GeV, representada en función de
|Q2| y del ángulo de dispersión θµ.

Figura 12: Barrido en energía incidente de la sección eficaz diferencial dσ/dΩ (en unidades
de 10−13fm2/sr). De arriba a abajo: Eν = 0.5, 1, 3 GeV.

Las energías incidentes consideradas se han elegido para cubrir escalas cinemáticas
representativas de distintos experimentos de neutrinos. Los valores Eν = 0.5 y 1GeV son
relevantes para haces de baja energía como los de T2K, cuyo flujo se concentra en torno
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a energías sub-GeV, mientras que Eν = 3GeV permite explorar una región más cercana
a la escala energética característica de experimentos como MINERvA o NOvA.

3.3.2. Sección eficaz diferencial dσ/dEµ

Además de la distribución angular, también resulta útil estudiar la sección eficaz
diferencial respecto a la energía del leptón cargado saliente (ver (2.87)). La condición
| cos θ0| ≤ 1 determina el intervalo físico de energías finales Eµ. Fuera de dicho intervalo,
no existe un ángulo real compatible con la cinemática elástica libre. Esta restricción es
importante a la hora de interpretar las distribuciones en energía, ya que no todos los
valores de Eµ son cinemáticamente accesibles para una energía incidente dada.

En la Fig. 13 se representa dσ/dEµ para Eν = 1GeV, tanto en función de Eµ como
de |Q2|. La segunda representación (panel derecho) permite comparar directamente esta
distribución con las sección diferencial dσ

dΩ
estudiada anteriormente en la Fig. 11. Tal como

se aprecia en la Fig. 13, las curvas Galster y GKeX con masa axial estándar permanecen
casi superpuestas, mientras que la elección MA = 1.35GeV produce una modificación
visible de la distribución.

Figura 13: Sección eficaz diferencial dσ/dEµ para Eν = 1GeV, representada en función
de |Q2| y de la energía del leptón saliente Eµ.

3.3.3. Sensibilidad a la parametrización axial

En las figuras previas se ha analizado la sección eficaz para dos descripciones distintas
de los factores vectoriales, dipolar vs GKeX, haciendo uso de la parametrización dipolar
para los términos axiales con distintas elecciones de MA. En esta sección se pone el foco
en el análisis de los resultados para modelos diversos de GA(GP ).

Para ello, se fija la parametrización GKeX para el factor de forma vector y se comparan
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varias parametrizaciones axiales: dipolar estándar, monopolar, modelo de dos componen-
tes, BBBA2007 y expansión z. En la Fig. 14, se muestra, para una energía Eν = 1 GeV, el
efecto de estos modelos sobre la sección eficaz diferencial dσ/dΩ (paneles superiores). Se
representan los resultados frente a |Q2| (panel izquierdo) y al ángulo de dispersión θµ (de-
recho). La comparación directa muestra que el uso de diversas parametrizaciones axiales
no produce el mismo efecto en todo el intervalo de Q2. En las regiones donde la sección
eficaz depende más de GA(Q

2), las diferencias entre modelos axiales se hacen más visibles.
Por el contrario, en las zonas donde dominan otros términos cinemáticos o la componente
vector, las curvas permanecen más próximas. Para apreciar mejor estas diferencias tam-
bién se representan los cocientes respecto a la parametrización dipolar estándar (paneles
inferiores):

Figura 14: Paneles superiores: comparación de la sección eficaz diferencial angular dσ/dΩ
para distintas parametrizaciones del factor de forma axial del nucleón. Paneles inferiores:
cocientes de la sección eficaz diferencial angular respecto al resultado obtenido con la
parametrización dipolar estándar.

La discrepancia entre las distintas curvas está directamente relacionada con la modi-
ficación del valor efectivo de GA(Q

2) dentro de las funciones de estructura hadrónica Wi.
En efecto, GA(Q

2) contribuye de forma cuadrática a W1 y W2, y de forma lineal a W3.
Por tanto, una parametrización que haga decrecer más lentamente el factor de forma axial
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aumenta la contribución axial en la contracción η̃µνW̃ µν , dando lugar a una sección eficaz
mayor. Por el contrario, cuando dos modelos predicen valores similares de GA(Q

2) en una
determinada región, las secciones eficaces obtenidas son también muy parecidas.

Por otro lado, esta misma comparación puede realizarse para la distribución en energía
del leptón saliente. Análogamente, en la Fig. 15 se muestra, para Eν = 1 GeV, dσ/dEµ

(paneles superiores) para los mismos modelos axiales y sus correspondientes cocientes
respecto al dipolo estándar (paneles inferiores):

Figura 15: Paneles superiores: comparación de la sección eficaz diferencial dσ/dEµ pa-
ra distintas parametrizaciones del factor de forma axial del nucleón. Paneles inferiores:
cocientes de la sección eficaz diferencial respecto al resultado obtenido con la parametri-
zación dipolar estándar.

De nuevo, los cocientes respecto al dipolo estándar, representados en los paneles infe-
riores de la Fig. 15, permiten identificar con mayor claridad las regiones donde la elección
de la parametrización axial tiene mayor impacto.

El estudio realizado muestra que la descripción del factor de forma axial GA afecta de
modo significativo a la sección eficaz diferencial. En este sentido, resulta especialmente
reseñable la descripción proporcionada por BBBA2007 que da lugar a efectos visibles a
bajos valores de |Q2| y θµ (Eµ altas) en las secciones eficaces.
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3.3.4. Diferencias entre neutrinos y antineutrinos

Un aspecto especialmente relevante de la dispersión débil cargada es la diferencia
entre procesos inducidos por neutrinos y antineutrinos. En el formalismo tensorial, esta
diferencia aparece de forma directa en la contracción leptónica–hadrónica a través del
término vector–axial, proporcional a W3. Es decir, aparece un cambio de signo en la
contribución:

±W3

M
Eν

[
(Eν + Eµ)(Eµ − |⃗kµ| cos θµ)−m2

µ

]
, (3.31)

dentro de la contracción η̃µνW̃ µν (ver ecuación (2.80)). El término W3 (i.e. (2.72)) mezcla
explícitamente la estructura vector y axial del nucleón. Por tanto, la comparación entre
neutrinos y antineutrinos constituye una forma particularmente clara de estudiar el papel
de la interferencia vector–axial.

En la Fig. 16 se representa la comparación entre la sección eficaz inducida por neutrinos
y la inducida por antineutrinos:

Figura 16: Comparación entre la sección eficaz diferencial para neutrinos y antineutrinos.

La diferencia entre ambas curvas (naranja y azul) es una clara indicación de la con-
tribución del término de interferencia VA (parte antisimétrica de los tensores). Dicha
contribución es constructiva (destructiva) para el caso de los neutrinos (antineutrinos).

El valor del cociente de las secciones eficaces para neutrinos y antineutrinos, σν/σν̄ ,
aumenta con |Q2| y θµ, desde 1 (θµ, |Q2| = 0), hasta 14 para los valores máximos mostrados
en la Fig. 16.

3.3.5. Sección eficaz total

Además de las secciones diferenciales, resulta útil estudiar la sección eficaz total del
proceso. Esta magnitud se obtiene integrando la sección diferencial respecto a la energía
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del leptón saliente sobre la región cinemáticamente permitida:

σtot(Eν) =

∫ Emax
µ

Emin
µ

dσ

dEµ

dEµ, (3.32)

donde, de nuevo, los límites efectivos de integración vienen determinados por la condición
cinemática: | cos θ0| ≤ 1.

En la Fig. 17 se presentan los resultados obtenidos en función de la energía del neu-
trino/antineutrino con la misma descripción de los factores de forma (panel izquierdo
superior). El cociente se muestra en el panel derecho superior. Por último, para el caso de
neutrinos se muestran los resultados correspondientes de diversas parametrizaciones de
los factores de forma (paneles inferiores).

Figura 17: Sección eficaz total para dispersión elástica por corriente cargada. En los
paneles superiores se compara el comportamiento de los canales νµ + n → µ− + p y
ν̄µ + p → µ+ + n, junto con su cociente total. En los paneles inferiores se muestra la
sensibilidad de σtot

µ a distintas descripciones de los factores de forma vectoriales y axiales.

Como se observa, en los paneles superiores de la Fig. 17, la sección eficaz total para
neutrinos es mayor que la correspondiente a antineutrinos en todo el intervalo de energías
considerado. Esta diferencia procede del término de interferencia vector–axial de la sección
eficaz. En el canal de neutrinos dicha contribución aumenta la sección eficaz, mientras que
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en el canal de antineutrinos la reduce. Por este motivo, el cociente Rtot
ν/ν̄ es mayor que la

unidad.
Dicho cociente no es constante con la energía incidente. Al aumentar Eν , la contribu-

ción de interferencia VA se hace más visible y el cociente crece hasta alcanzar un máximo
a ∼ 0.5 GeV. Para energías mayores, sin embargo, el cociente disminuye progresivamen-
te: aunque la sección eficaz de neutrinos sigue siendo mayor que la de antineutrinos, la
diferencia relativa entre ellas se reduce.

Los paneles inferiores permiten comparar la importancia relativa de las distintas pa-
rametrizaciones. En el panel inferior izquierdo se observa que las curvas obtenidas con
Galster y GKeX, manteniendo la masa axial estándar, son prácticamente indistinguibles
en la escala de la figura. Esto indica que, para la sección eficaz total considerada, la de-
pendencia con la parametrización vector es pequeña frente a la sensibilidad del sector
axial. En cambio, al aumentar la masa axial efectiva hasta MA = 1.35GeV, la sección
eficaz total aumenta de forma clara. Este comportamiento es coherente con el hecho de
que un valor mayor de MA hace que GA(Q

2) decrezca más lentamente con el momento
transferido, aumentando así la contribución axial integrada.

El panel inferior derecho confirma esta interpretación. La parametrización monopolar
produce la desviación más notable respecto al dipolo estándar, con un cociente que crece
progresivamente con Eν . Esto se debe a que, al aumentar la energía incidente, el proceso
explora una región cinemática más amplia en Q2, donde las diferencias entre parame-
trizaciones axiales se vuelven más relevantes. Por el contrario, las parametrizaciones de
dos componentes, BBBA2007 y expansión z modifican la sección eficaz total de forma
más moderada en el intervalo mostrado. En particular, BBBA2007 queda ligeramente por
debajo del dipolo a bajas energías y tiende a aproximarse a él al aumentar Eν .

3.3.6. Comparación con datos de MINERvA en hidrógeno

Una vez estudiadas las distribuciones diferenciales y la sección eficaz total, resulta na-
tural comparar las predicciones del formalismo desarrollado con datos experimentales. En
particular, se consideran los datos de MINERvA [13] para la interacción de antineutrinos
muónicos sobre hidrógeno, esto es,

ν̄µ + p −→ µ+ + n. (3.33)

El observable publicado por MINERvA corresponde a una sección eficaz diferencial
promediada sobre el flujo de energías experimental [8]. Por tanto, para cada bin en Q2 se
tiene: 〈

dσ

dQ2

〉
Φ,i

≡ ti =
1

∆Q2
i

1

Φ

∫
dEν̄ ϕ(Eν̄)

∫ Q2
i,high

Q2
i,low

dQ2 dσ

dQ2
(Eν̄ , Q

2), (3.34)
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donde ϕ(Eν̄) es el flujo de antineutrinos, Φ su normalización integrada:

Φ =

∫
dEν̄ ϕ(Eν̄), (3.35)

y
∆Q2

i = Q2
i,high −Q2

i,low. (3.36)

Además del promedio en flujo, deben aplicarse las siguientes restricciones cinemáticas
relativas a las condiciones del experimento [8]:

1.5GeV < Eµ < 20GeV, θµ < 20◦. (3.37)

La comparación entre los datos experimentales y la predicción teórica se muestra en
la Fig. 18. En el panel superior se representa el observable ⟨dσ/dQ2⟩Φ, mientras que en
el inferior se muestra el cociente entre dichos datos experimentales y la predicción teórica
(modelo).

Figura 18: Comparación entre los datos de MINERvA [13] en hidrógeno y la predicción
teórica.
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Se observa que la mayor parte del peso experimental se concentra en la región de bajo
y medio Q2. En cambio, los bin de mayor Q2 presentan incertidumbres significativamente
más grandes y, por tanto, tienen una capacidad menor para discriminar entre modelos.

Por otra parte, se emplea la matriz de covarianza total (para más detalles véase Apéndi-
ce D) proporcionada junto con los datos experimentales [13] para determinar el parámetro
χ2 para estudiar el ajuste de los datos a los distintos modelos:

χ2 =
∑
i,j

(
σexp
i − σth

i

)
(V −1)ij

(
σexp
j − σth

j

)
, (3.38)

donde V es la matriz de covarianza total y σexp
i , σth

i son, respectivamente, el valor expe-
rimental y la predicción teórica en el bin i.

Finalmente, en la Fig. 19 se estudia la sensibilidad del observable de MINERvA pa-
ra distintas parametrizaciones axiales manteniendo fija la parametrización del factor de
forma vector. Además, se representa el cociente respecto al resultado obtenido con la
parametrización dipolar estándar:

Figura 19: Sensibilidad de la sección eficaz diferencial de MINERvA en hidrógeno para dis-
tintas parametrizaciones del factor de forma axial. Izquierda: predicciones de ⟨dσ/dQ2⟩Φ
para varias parametrizaciones de GA(Q

2), junto con los datos experimentales. Derecha:
cociente entre cada predicción y la parametrización dipolar estándar.

La comparación entre modelos axiales se resume cuantitativamente mediante los valo-
res de χ2/ndof9. En particular, se evalúan tanto χ2

tot/ndof, construido con la covarianza
total, como χ2

stat/ndof, construido únicamente con la covarianza estadística (véase Apén-
dice D):

9The Number of Degrees of Freedom
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Modelo axial χ2
tot χ2

tot/ndof χ2
stat/ndof

Dipolo estándar 14.49 0.97 4.20
Monopolar 13.19 0.88 1.99
Dos componentes, Soft-Pion 13.17 0.88 3.42
BBBA2007 12.07 0.80 3.82
Expansión z 12.87 0.86 3.46

Cuadro 2: Comparación estadística entre las predicciones obtenidas con distintas parame-
trizaciones del factor de forma axial y los datos de MINERvA en hidrógeno. Se muestran
los valores de χ2 calculados con la matriz de covarianza total y con la matriz de covarianza
estadística. En todos los casos se toma ndof = 15.

La tabla muestra que todas las parametrizaciones consideradas proporcionan una des-
cripción globalmente compatible con los datos cuando se emplea la matriz de covarianza
total. En todos los casos se obtiene χ2

tot/ndof < 1, por lo que ninguna parametrización
queda claramente excluida dentro de las incertidumbres experimentales y sus correlacio-
nes. Aunque BBBA2007 da el menor valor de χ2

tot, las diferencias no permiten establecer
una preferencia estadística concluyente.

Al comparar con χ2
stat/ndof, las diferencias entre modelos se amplifican. Esto indica

que una parte importante del acuerdo global procede de las incertidumbres sistemáticas
y de las correlaciones entre bins, por lo que la matriz de covarianza total constituye la
herramienta adecuada para valorar la compatibilidad con el experimento. Desde el punto
de vista gráfico, la mayor sensibilidad se concentra en la región de bajo y medio Q2, donde
se sitúa la mayor parte del peso experimental, mientras que a valores altos de Q2 las barras
de error crecen y la sección eficaz disminuye.

En conjunto, la comparación con MINERvA debe entenderse como una prueba de con-
sistencia fenomenológica del formalismo desarrollado, más que como una determinación
definitiva de la mejor parametrización axial. El observable ⟨dσ/dQ2⟩Φ muestra sensibilidad
a la forma funcional de GA(Q

2), pero la precisión experimental actual limita la capacidad
de discriminar de forma concluyente entre modelos. Además, el cálculo realizado se basa
en una descripción de Born con intercambio de un único bosón W , ondas planas para las
partículas externas y factores de forma fenomenológicos fijados. En una comparación más
realista podrían incorporarse correcciones radiativas electrodébiles, incertidumbres en los
factores de forma vector, efectos de normalización del flujo, detalles de la selección experi-
mental y otras incertidumbres sistemáticas asociadas a la extracción de la señal. Aunque
el uso de hidrógeno libre reduce de forma importante las complicaciones nucleares, la
comparación sigue dependiendo de un entorno experimental real, cuyas incertidumbres
quedan recogidas en la matriz de covarianza publicada por MINERvA [13].
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4. Desarrollo de una página Web interactiva

En esta sección se presenta el desarrollo de mi página web: https://patentropy.xyz/.
Este desarrollo ha sido completamente paralelo a la elaboración del presente trabajo. Por
ello constituye una herramienta adicional, que ayuda y refuerza la comprensión de este
estudio.

La discusión realizada en las secciones previas se ha basado en los resultados obtenidos
en determinadas situaciones cinemáticas y observables seleccionados como representativos
del proyecto general. No obstante, un estudio más profundo, incluyendo parametrizaciones
y cinemáticas muy diversas, tiene un gran interés. De aquí surgió la idea de desarrollar
una página web con simulaciones interactivas que ayuden en tiempo real a ver como
distintas descripciones de los factores de forma del nucleón afectan al observable estudiado.
La página web desarrollada permite al lector asumir un papel más activo, al ofrecer la
posibilidad de modificar los parámetros relevantes del proceso y analizar los resultados
obtenidos. En consecuencia, se facilita el análisis de la relación entre las magnitudes físicas
involucradas y su impacto en el comportamiento del sistema.

Por ejemplo, en la Fig. 11 se representa la sección eficaz diferencial dσ
dΩ

para una
única energía incidente del neutrino, mientras que la Fig. 12 contiene los resultados para
dos valores adicionales de la energía. La aplicación interactiva desarrollada (ver Fig. 20)
permite no solo modificar el valor de la energía del neutrino incidente haciendo deslizar la
barra hacia el valor deseado, sino que también se puede estudiar la sección eficaz diferencial
tanto para el caso de neutrinos como antineutrinos, controlando además el valor límite
del ángulo de dispersión en el que se desea representar la gráfica.

Figura 20: Simulación interactiva para la sección eficaz diferencial dσ
dΩ

. Se comparan mo-
delos para el factor de forma vector del nucleón.
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Esto le da un valor añadido al trabajo. En tiempo real, de forma casi instantánea, se
puede realizar un estudio personalizado con los valores deseados de cada parámetro.

Otro ejemplo es el estudio de la estructura axial del nucleón. La aplicación desarrollada
permite comparar distintas parametrizaciones de los factores de forma axial de manera
directa, facilitando la identificación de sus diferencias y similitudes. De este modo, el lector
puede explorar por sí mismo los distintos modelos y analizar sus resultados mediante una
herramienta interactiva que permite una evaluación más flexible de las distintas hipótesis.
Así pues, en esta otra pestaña de la simulación, el lector puede elegir los modelos que
desee analizar:

Figura 21: Simulación interactiva para la sección eficaz diferencial dσ
dΩ

. Se comparan mo-
delos para el factor de forma axial del nucleón.

Tal como se aprecia en la Fig. 21, el lector selecciona las parametrizaciones a repre-
sentar del factor de forma axial. Todos los modelos analizados en el trabajo, BBBA2007,
el de dos componentes PCAC y Soft-Pion, la expansión z, etc, están incorporados en la
aplicación y, por consiguiente, pueden utilizarse directamente. Así pues, el número de
posibilidades es muy grande, permitiendo por tanto al lector un estudio completamente
personal y didáctico.

De esta forma, la página web, mediante las simulaciones interactivas, queda a completa
disposición del lector, quien puede seleccionar y reproducir por sí mismo las distintas
figuras del trabajo. Cada una de las representaciones incluidas en este estudio se encuentra
implementada en las simulaciones, lo que permite su análisis directo y la exploración
personalizada de los resultados.

Cabe aclarar, por último, que las simulaciones de la página Web se desarrollaron en
Python y se subieron a GitHub. Después se desplegaron como aplicaciones interactivas en
Streamlit Cloud y finalmente se integraron en la Web de WordPress.

45



5. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la estructura axial del nucleón a través de la disper-
sión elástica de neutrinos y antineutrinos muónicos sobre nucleones libres mediada por
corrientes cargadas.

En primer lugar, se ha desarrollado el formalismo relativista del proceso. A partir
de la estructura de la interacción débil cargada se han definido las corrientes leptónica
y hadrónica, el propagador del bosón W±, la amplitud de transición y la formulación
tensorial de la sección eficaz. Esta construcción permite separar de forma clara la parte
puramente leptónica, fijada por la estructura V − A de la interacción débil, de la parte
hadrónica, donde se concentra la información sobre la estructura interna del nucleón.

El estudio ha mostrado que la diferencia entre neutrinos y antineutrinos aparece de
manera natural en la contracción entre tensor leptónico y hadrónico, especialmente a
través del término de interferencia vector–axial, cuyo signo cambia entre ambos canales.

Desde el punto de vista fenomenológico, se ha analizado la sensibilidad de las secciones
eficaces a los factores de forma hadrónicos. El sector vector, relacionado con la información
electromagnética del nucleón, se ha tratado mediante distintas parametrizaciones, obser-
vándose que las diferencias entre modelos de factores de forma vector son menores en la
región cinemática dominante, aumentando para valores crecientes de |Q2|. Por otro lado,
la comparación entre distintas descripciones de GA(Q

2) muestra que la forma funcional
elegida puede modificar de manera apreciable las predicciones. En este sentido, el estudio
confirma que la interpretación de la estructura axial no puede limitarse únicamente a una
masa axial efectiva, sino que requiere considerar parametrizaciones alternativas y evaluar
su impacto sobre las secciones eficaces.

Finalmente, las predicciones teóricas se han contrastado con la medida de MINERvA
para dispersión de antineutrinos sobre hidrógeno libre. El análisis (bin a bin), realizado con
la sección eficaz diferencial promediada sobre el flujo del haz y con la matriz de covarianza
experimental completa, muestra que las parametrizaciones dipolar y BBBA2007 propor-
cionan una descripción global muy satisfactoria, mientras que las variantes del modelo de
dos componentes mantienen, no obstante, un grado razonable de compatibilidad. Por el
contrario, otras formas funcionales más extremas, como la monopolar, quedan claramente
desfavorecidas. Por tanto, la comparación con MINERvA no sólo valida la consistencia fe-
nomenológica del cálculo, sino que muestra que el observable experimental es sensible a la
forma funcional del factor de forma axial y no únicamente al valor de un parámetro axial
efectivo, donde además existe gran incertidumbre experimental debido a la complejidad
del estudio de la estructura axial del nucleón.

En conjunto, el trabajo proporciona un estudio del formalismo de la interacción débil,
la estructura axial del nucleón y su manifestación en observables de dispersión elástica, la
cual es una importante fuente de incertidumbre en análisis de oscilaciones de neutrinos.
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A. Identidades auxiliares

A.1. Ondas planas y espinores de Dirac

Las soluciones de onda plana de la ecuación de Dirac para una partícula libre de
cuadrimomento pµ, espín s y energía positiva pueden escribirse como:

ψ(X) =

√
m

EV
u(p, s) e−ip·X , (A.1)

donde u(p, s) es un espinor de Dirac que satisface la ecuación

(/p−m)u(p, s) = 0. (A.2)

Análogamente, el espinor adjunto se define como:

ū(p, s) ≡ u†(p, s)γ0. (A.3)

Así, la condición de normalización para los espinores y su relación de completitud vienen
dadas, respectivamente, por:

ū(p, s)u(p, s) = 1, (A.4)∑
s

u(p, s) ū(p, s) = /p+m. (A.5)

A.2. Descomposición de Gordon

Para dos espinores u(pi, si) y u(pf , sf ), asociados a fermiones de la misma masa M , se
verifica la identidad de Gordon:

ū(pf , sf ) γ
µ u(pi, si) =

1

2M
ū(pf , sf ) [(pf + pi)

µ + iσµν(pf − pi)ν ]u(pi, si), (A.6)

donde
σµν ≡ i

2
[γµ, γν ]. (A.7)

Tomando Qµ = pµf − pµi , la identidad anterior puede reordenarse como

ū(pf , sf ) iσ
µνQν u(pi, si) = ū(pf , sf ) [2Mγµ − (pf + pi)

µ]u(pi, si). (A.8)

Aplicando esta identidad al elemento de matriz de la parte vectorial de la corriente

47



hadrónica se obtiene

ū(pf , sf )Γ̃
µ
V u(pi, si) = ū(pf , sf )

[
F V
1 (Q2)γµ + i

F V
2 (Q2)

2M
σµνQν

]
u(pi, si)

= ū(pf , sf )

[(
F V
1 (Q2) + F V

2 (Q2)
)
γµ − F V

2 (Q2)

2M
(pi + pf )

µ

]
u(pi, si),

(A.9)
que es la forma utilizada en la sección 3.

A.3. Cálculo detallado de las integrales espacio-temporales

En esta subsección se desarrollan con más detalle las integrales que aparecen al evaluar
el elemento de matriz Sfi, así como las propiedades de la delta de Dirac.

A.3.1. Integración sobre X, Y y Q

Se define la integral que aparece en (2.30) como:

I ≡
∫
d4X

∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
e iQ·(X−Y )e i(kf−ki)·Xe i(pf−pi)·Y . (A.10)

Agrupando los exponentes según las variables de integración, se obtiene:

I =

∫
d4X

∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
e i(Q+kf−ki)·Xe i(pf−pi−Q)·Y . (A.11)

La integración sobre la variable X puede realizarse inmediatamente usando la transfor-
mada de Fourier de la delta de Dirac:∫

d4X e iK·X = (2π)4δ(4)(K). (A.12)

Tomando Kµ = Qµ + kµf − kµi , resulta∫
d4X e i(Q+kf−ki)·X = (2π)4δ(4)(Q+ kf − ki). (A.13)

De forma análoga: ∫
d4Y e i(pf−pi−Q)·Y = (2π)4δ(4)(pf − pi −Q). (A.14)

Sustituyendo (A.13) y (A.14) en (A.11), la integral total queda:

I =

∫
d4Q

(2π)4
(2π)4δ(4)(Q+ kf − ki) (2π)

4δ(4)(pf − pi −Q). (A.15)
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Una de las deltas fija el valor de Qµ. Por ejemplo, de δ(4)(Q+ kf − ki) se obtiene que

Qµ = kµi − kµf . (A.16)

Al sustituir este valor en la segunda delta, se tiene

δ(4)(pf − pi −Q) −→ δ(4)(pf − pi + kf − ki). (A.17)

Por tanto,
I = (2π)4δ(4)(ki + pi − kf − pf ). (A.18)

Esta última expresión regleja físicamente la conservación del cuadrimomento:

kµi + pµi = kµf + pµf . (A.19)

A.3.2. Reducción de
[
δ(4)
]2 y definición de Wfi

Una vez obtenido Sfi, al calcular |Sfi|2 aparece el cuadrado de la delta tetradimensio-
nal: [

(2π)4δ(4)(P )
]2
, P µ ≡ kµi + pµi − kµf − pµf . (A.20)

Para tratar esta expresión se utiliza la identidad:

δ(4)(P ) δ(4)(P ) = δ(4)(P ) δ(4)(0) |
[
(2π)4δ(4)(P )

]2
= (2π)8δ(4)(P ) δ(4)(0), (A.21)

donde la cantidad δ(4)(0) se interpreta como el volumen total del espacio-tiempo accesible
al proceso:

δ(4)(0) = δ(0) δ(3)(0). (A.22)

Usando las relaciones habituales de normalización:

δ(0) =
T

2π
, δ(3)(0) =

V

(2π)3
, (A.23)

se obtiene que

δ(4)(0) =
V T

(2π)4
. (A.24)

Sustituyendo esto último en (A.21), resulta finalmente:

[
(2π)4δ(4)(P )

]2
= (2π)4 V T δ(4)(P ). (A.25)

Esta es, precisamente, la relación que permite definir la tasa de transición por unidad
de volumen:

Wfi ≡
|Sfi|2

V T
, (A.26)
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de forma que el factor V T procedente del cuadrado de la delta queda eliminado.

A.3.3. Integración sobre el momento del nucleón final

Otro paso importante en la derivación de la sección eficaz consiste en reducir la integral:∫
d3pf

2Ef

δ(4)(pf − pi −Q), (A.27)

que aparece al integrar sobre el espacio de fases hadrónico final.
Para ello, se separa primero la delta tetradimensional en su parte temporal y espacial:

δ(4)(pf − pi −Q) = δ(Ef − Ei − ω) δ(3)(pf − pi − q). (A.28)

En el sistema laboratorio, el nucleón inicial está en reposo: pµi = (M,0, de modo que
pi = 0 y la delta espacial fija directamente: pf = q. Por tanto, la integral (A.27) se
reduce a ∫

d3pf

2Ef

δ(Ef −M − ω) δ(3)(pf − q) =
1

2Ef

δ(Ef −M − ω). (A.29)

En este punto conviene transformar la delta temporal en una forma más útil desde el
punto de vista cinemático. Usando la relación de dispersión para la energía relativista:

Ef =
√
M2 + |pf |2 =

√
M2 + |q|2, (A.30)

la condición que impone la delta (i.e. Ef =M + ω) equivale a:

(M + ω)2 = E2
f =M2 + |q|2. (A.31)

Desarrollando,
M2 + 2Mω + ω2 =M2 + |q|2, (A.32)

o, equivalentemente,
2Mω + ω2 − |q|2 = 0. (A.33)

Como
Q2 = ω2 − |q|2, (A.34)

entonces
Q2 + 2Mω = 0. (A.35)

Por otra parte, para transformar correctamente la delta, resulta útil escribir

δ(Ef −M − ω) = δ(f(ω)) , f(ω) ≡ Ef −M − ω, (A.36)
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y emplear la identidad:

δ(f(x)) =
∑
i

δ(x− xi)

|f ′(xi)|
, (A.37)

donde xi son los ceros simples de f . Una forma más directa consiste en multiplicar por
Ef +M + ω:

δ(Ef −M − ω) = δ

(
E2

f − (M + ω)2

Ef +M + ω

)
= (Ef +M + ω) δ

(
E2

f − (M + ω)2
)
. (A.38)

Como la delta impone que Ef =M + ω, la expresión anterior queda como:

δ(Ef −M − ω) = 2Ef δ
(
E2

f − (M + ω)2
)
. (A.39)

Sustituyendo E2
f =M2 + |q|2 se obtiene:

δ(Ef −M − ω) = 2Ef δ
(
|q|2 − ω2 − 2Mω

)
= 2Ef δ

(
−Q2 − 2Mω

)
. (A.40)

Por tanto,
1

2Ef

δ(Ef −M − ω) = δ(Q2 + 2Mω). (A.41)

Finalmente, puesto que en el régimen de interés Q2 ≤ 0, se reescribe Q2 = −|Q2|, queda:

δ(Q2 + 2Mω) = δ(2Mω − |Q2|) = 1

2M
δ

(
ω − |Q2|

2M

)
. (A.42)

En consecuencia,∫
d3pf

2Ef

δ(4)(pf − pi −Q) = δ(Q2 + 2Mω) =
1

2M
δ

(
ω − |Q2|

2M

)
. (A.43)

A.4. Flujo incidente

El flujo incidente para dos partículas en una caja de volumen V puede escribirse como:

Φinc =
|vi −Vi|

V
, (A.44)

donde vi y Vi son, respectivamente, las velocidades de la partícula leptónica incidente y
del nucleón inicial.

En el sistema laboratorio definido en este trabajo, el nucleón inicial está en reposo,
esto es, pµi = (M,0), de modo que Vi = 0, y por tanto: Φinc =

|vi|
V

.
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B. Cálculo de trazas y contracciones

En este apéndice se muestran las identidades y los pasos algebraicos necesarios para
obtener el tensor leptónico, el tensor hadrónico y las funciones auxiliares que aparecen en
la contracción η̃µνW̃ µν .

B.1. Convenciones e identidades de trazas

Se trabaja en unidades naturales (ℏ = c = 1), con

{γµ, γν} = 2gµν , γ5 = iγ0γ1γ2γ3, ε0123 = +1. (B.1)

Se usa la notación:
/a ≡ γαa

α, σµν ≡ i

2
[γµ, γν ]. (B.2)

Las identidades de trazas empleadas son las siguientes:

Tr[γµγν ] = 4gµν , (B.3)

Tr[γµγνγργσ] = 4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) , (B.4)

Tr[γµγνγργσγ5] = −4i εµνρσ. (B.5)

Tr[γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5γµ6 ] = 4
(
gµ1µ2gµ3µ4gµ5µ6 − gµ1µ2gµ3µ5gµ4µ6 + gµ1µ2gµ3µ6gµ4µ5

− gµ1µ3gµ2µ4gµ5µ6 + gµ1µ3gµ2µ5gµ4µ6 − gµ1µ3gµ2µ6gµ4µ5

+ gµ1µ4gµ2µ3gµ5µ6 − gµ1µ4gµ2µ5gµ3µ6 + gµ1µ4gµ2µ6gµ3µ5

− gµ1µ5gµ2µ3gµ4µ6 + gµ1µ5gµ2µ4gµ3µ6 − gµ1µ5gµ2µ6gµ3µ4

+ gµ1µ6gµ2µ3gµ4µ5 − gµ1µ6gµ2µ4gµ3µ5 + gµ1µ6gµ2µ5gµ3µ4

)
.

(B.6)

Además, la traza de un número impar de matrices gamma es nula. Cuando aparece
una matriz γ5, la traza sólo es no nula si quedan exactamente cuatro matrices gamma, en
cuyo caso se aplica (B.5).

Para los términos con σµν resulta útil usar:

σµαQα =
i

2
(γµ /Q− /Qγµ) = i (γµ /Q−Qµ) , (B.7)

donde se ha empleado {γµ, /Q} = 2Qµ. También se utiliza:

Tr
(
σµασνβ

)
= 4

(
gµνgαβ − gµβgαν

)
, (B.8)
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y, al contraer con dos cuadrimomentos Q,

Tr
[
σµαQα σ

νβQβ

]
= 4

(
gµνQ2 −QµQν

)
. (B.9)

Finalmente, para las contracciones antisimétricas se emplea:

εαµβν ε
µνρλ = −2

(
δ ρ
α δ

λ
β − δ λ

α δ
ρ

β

)
. (B.10)

B.2. Tensor leptónico

Aplicando las relaciones de completitud de espinores:

∑
s

u(p, s)ū(p, s) =
/p+m

2m
, (B.11)

el tensor leptónico puede escribirse como:

ηµν = Tr

[
/kf +ml

2ml

γ̃µ
/ki +mν

2mν

γ̃ν

]
=

1

4mlmν

Tµν . (B.12)

Desarrollando se obtiene:

Tµν = Tr
[
/kfγµ(1− γ5)/kiγν(1− γ5)

]
+mν Tr

[
/kfγµ(1− γ5)γν(1− γ5)

]
+ml Tr[γµ(1− γ5)/kiγν(1− γ5)] +mlmν Tr[γµ(1− γ5)γν(1− γ5)] . (B.13)

Esta escritura es útil porque permite ver de forma explícita qué términos sobreviven. En
primer lugar,

(1− γ5)γν(1− γ5) = γν(1 + γ5)(1− γ5) = 0, (B.14)

por lo que se anulan directamente los términos proporcional a mν y a mlmν . El término
proporcional a ml no se anula por esta identidad de forma inmediata, pero sí al usar:
(1− γ5)/ki = /ki(1 + γ5). Así, sólo queda la traza con /kf y /ki,

Tµν = Tr
[
/kfγµ(1− γ5)/kiγν(1− γ5)

]
. (B.15)

Para evaluarla, se aplica:

(1− γ5)/ki = /ki(1 + γ5), (1 + γ5)γν = γν(1− γ5), (B.16)

de modo que

Tµν = Tr
[
/kfγµ/kiγν(1− γ5)

2
]
= 2Tr

[
/kfγµ/kiγν(1− γ5)

]
= 2Tr

[
/kfγµ/kiγν

]
− 2Tr

[
/kfγµ/kiγνγ5

]
. (B.17)

53



Las dos trazas que aparecen aquí tienen una interpretación clara: la primera genera la parte
simétrica del tensor leptónico y la segunda, al contener γ5, genera la parte antisimétrica
asociada al tensor de Levi-Civita.

La parte simétrica es:

Tr
[
/kfγµ/kiγν

]
= kαf k

β
i Tr[γαγµγβγν ] = 4 (kfµkiν + kfνkiµ − (kf ·ki)gµν) , (B.18)

mientras que la parte con γ5 vale

Tr
[
/kfγµ/kiγνγ5

]
= kαf k

β
i Tr[γαγµγβγνγ5] = −4i εαµβνk

α
f k

β
i . (B.19)

Sustituyendo (B.18) y (B.19) en (B.17),

Tµν = 8
(
kfµkiν + kfνkiµ − (kf ·ki)gµν + iεαµβνk

α
f k

β
i

)
. (B.20)

Por tanto, el tensor leptónico reducido (i.e. ηµν = η̃µν
mνµmµ

) queda:

η̃µν = 2
[
kfµkiν + kfνkiµ − (kf ·ki)gµν + iεαµβνk

α
f k

β
i

]
. (B.21)

B.3. Tensor hadrónico

El tensor hadrónico se calcula promediando sobre el espín inicial y sumando sobre el
espín final:

W̃ µν =
1

8M2
Tr
[
(/pf +M) Γ̃µ (/pi +M) Γ̃ν

]
. (B.22)

El vértice hadrónico efectivo se toma como:

Γ̃µ = F V
1 γ

µ + i
F V
2

2M
σµαQα +GAγ

µγ5 + FPQ
µγ5, (B.23)

Γ̃ν = F V
1 γ

ν − i
F V
2

2M
σνβQβ +GAγ

νγ5 − FPQ
νγ5. (B.24)

Separando la parte vector y la axial, Γ̃µ = Γ̃µ
V + Γ̃µ

A, con

Γ̃µ
V = F V

1 γ
µ + i

F V
2

2M
σµαQα, Γ̃µ

A = GAγ
µγ5 + FPQ

µγ5, (B.25)

el tensor hadrónico se descompone como:

W̃ µν = W̃ µν
V + W̃ µν

A + W̃ µν
V A. (B.26)
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B.4. Parte vector

La contribución asociada a la parte vector queda:

W̃ µν
V =

1

8M2

[
(F V

1 )2fµν
11 +

(F V
2 )2

4M2
fµν
22 +

iF V
1 F

V
2

2M
fµν
12

]
. (B.27)

Cálculo de fµν
11

El término asociado a (F V
1 )2 es

fµν
11 ≡ Tr

[
(/pf +M)γµ(/pi +M)γν

]
= Tr

[
/pfγ

µ
/piγ

ν
]
+M Tr

[
/pfγ

µγν
]
+M Tr

[
γµ/piγ

ν
]
+M2Tr[γµγν ] . (B.28)

Los dos términos lineales en M se anulan por contener tres matrices gamma. Por tanto,

fµν
11 = pρfp

σ
i Tr[γργ

µγσγ
ν ] + 4M2gµν

= 4pρfp
σ
i

(
g µ
ρ g

ν
σ − gρσg

µν + g ν
ρ g

µ
σ

)
+ 4M2gµν . (B.29)

De aquí se obtiene finalmente:

fµν
11 = 4

[
pµfp

ν
i + pνfp

µ
i +

(
M2 − pf ·pi

)
gµν
]
. (B.30)

Cálculo de fµν
22

El término proporcional a (F V
2 )2 es el más largo porque contiene dos matrices σµν :

fµν
22 ≡ Tr

[
(/pf +M)σµαQα(/pi +M)σνβQβ

]
. (B.31)

Al expandir los proyectores de espín,

fµν
22 = Tr

[
/pfσ

µαQα/piσ
νβQβ

]
+M Tr

[
σµαQα/piσ

νβQβ

]
+M Tr

[
/pfσ

µαQασ
νβQβ

]
+M2Tr

[
σµαQασ

νβQβ

]
. (B.32)

Los términos lineales en M contienen un número impar de matrices γ y se anulan. Así,

fµν
22 = Tr

[
/pfσ

µαQα/piσ
νβQβ

]
+M2Tr

[
σµαQασ

νβQβ

]
. (B.33)

El segundo término se evalúa directamente usando (B.9):

M2Tr
[
σµαQασ

νβQβ

]
= 4M2

(
gµνQ2 −QµQν

)
. (B.34)
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Para el término principal se usa (B.7),

σµαQα = i(γµ /Q−Qµ), σνβQβ = i(γν /Q−Qν), (B.35)

de modo que

Tr
[
/pfσ

µαQα/piσ
νβQβ

]
= −Tr

[
/pf (γ

µ /Q−Qµ)/pi(γ
ν /Q−Qν)

]
= −Tr

[
/pfγ

µ /Q/piγ
ν /Q
]
+Qν Tr

[
/pfγ

µ /Q/pi

]
+QµTr

[
/pf/piγ

ν /Q
]
−QµQν Tr

[
/pf/pi

]
.

(B.36)

La primera traza de (B.36) es de seis matrices gamma y se reduce con (B.6); las otras dos
son trazas de cuatro matrices gamma y la última es una traza de dos matrices gamma.
Tras efectuar las contracciones y reagrupar en invariantes escalares se obtiene:

Tr
[
/pfσ

µαQα/piσ
νβQβ

]
= 4
[
−Q2

(
pµfp

ν
i + pνfp

µ
i

)
+ (pf ·Q) (Qµpνi +Qνpµi )

+ (pi ·Q)
(
Qµpνf +Qνpµf

)
− (pf ·pi)QµQν + gµν

(
Q2(pf ·pi)− 2(pf ·Q)(pi ·Q)

)]
. (B.37)

Finalmente, combinando (B.34) y (B.37), queda:

fµν
22 = 4

[
−Q2

(
pµfp

ν
i + pνfp

µ
i

)
+ (pf ·Q) (Qµpνi +Qνpµi ) + (pi ·Q)

(
Qµpνf +Qνpµf

)
− (pf ·pi)QµQν + gµν

(
Q2(pf ·pi)− 2(pf ·Q)(pi ·Q)

)
+M2

(
gµνQ2 −QµQν

) ]
.

(B.38)

Cálculo de fµν
12

El término de interferencia entre F V
1 y F V

2 se define como:

fµν
12 ≡ Tr

[
(/pf +M)σµαQα(/pi +M)γν − (/pf +M)γµ(/pi +M)σνβQβ

]
. (B.39)

En este caso sólo sobreviven los términos lineales en M , ya que las demás trazas contienen
un número impar de matrices gamma o se cancelan entre sí, resultando:

fµν
12 = 4iM

[
pµfQ

ν +Qµpνf − pµiQ
ν −Qµpνi − 2gµν(pf ·Q) + 2gµν(pi ·Q)

]
. (B.40)

B.5. Parte axial

La contribución axial se escribe como:

W̃ µν
A =

1

8M2

[
G2

Af
µν
33 + F 2

Pf
µν
44 +GAFPf

µν
34

]
. (B.41)
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Cálculo de fµν
33

El término proporcional a G2
A es:

fµν
33 ≡ Tr

[
(/pf +M)γµγ5(/pi +M)γνγ5

]
. (B.42)

Desarrollando,

fµν
33 = Tr

[
/pfγ

µγ5/piγ
νγ5
]
+M Tr

[
/pfγ

µγ5γνγ5
]

+M Tr
[
γµγ5/piγ

νγ5
]
+M2Tr

[
γµγ5γνγ5

]
. (B.43)

Los términos lineales en M se anulan por contener una traza de un número impar de
matrices gamma. Además,

γ5/piγ
νγ5 = /piγ

ν , γµγ5γνγ5 = −γµγν . (B.44)

Por lo tanto,

fµν
33 = Tr

[
/pfγ

µ
/piγ

ν
]
−M2Tr[γµγν ] = pαf p

β
i Tr[γαγ

µγβγ
ν ]− 4M2gµν . (B.45)

Aplicando (B.4), se obtiene finalmente:

fµν
33 = 4

[
pµfp

ν
i + pνfp

µ
i − gµν(pf ·pi +M2)

]
. (B.46)

Términos fµν
44 y fµν

34

Los otros dos términos axiales se obtienen de forma análoga. Para el término pseudo-
escalar,

fµν
44 ≡ −Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)Qνγ5

]
= 4

(
pf ·pi −M2

)
QµQν . (B.47)

Mientras que para la interferencia entre GA y FP ,

fµν
34 ≡ Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)γνγ5

]
− Tr

[
(/pf +M)γµγ5(/pi +M)Qνγ5

]
= 4M

[
−Qµpνf −Qνpµf + pµiQ

ν + pνiQ
µ
]
. (B.48)

B.6. Parte vector–axial

La contribución vector–axial es:

W̃ µν
V A =

1

8M2

[
F V
1 GAf

µν
45 + i

F V
2

2M
GAf

µν
56 + F V

1 FPf
µν
67 + i

F V
2

2M
FPf

µν
78

]
. (B.49)
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Cálculo de fµν
45

El término proporcional a F V
1 GA es:

fµν
45 ≡ Tr

[
(/pf +M)γµ(/pi +M)γνγ5 + (/pf +M)γµγ5(/pi +M)γν

]
. (B.50)

Al desarrollar ambos productos, se anulan las trazas que no contienen exactamente cuatro
matrices gamma junto con γ5. Sólo sobreviven las dos trazas:

fµν
45 = Tr

[
/pfγ

µ
/piγ

νγ5
]
+ Tr

[
/pfγ

µγ5/piγ
ν
]
. (B.51)

La segunda se lleva a la misma forma que la primera pasando γ5 hasta el extremo derecho.
Como anticonmuta dos veces, no cambia el signo. Por tanto,

fµν
45 = 2pfαpiβ Tr

[
γαγµγβγνγ5

]
= 2pfαpiβ

(
−4iεαµβν

)
= 8ipfαpiβε

νµαβ. (B.52)

Resto de términos vector–axiales

Para el término proporcional a F V
2 GA se obtiene:

fµν
56 ≡ Tr

[
(/pf +M)σµαQα(/pi +M)γνγ5

]
− Tr

[
(/pf +M)γµγ5(/pi +M)σνβQβ

]
= 8M (pfτQρ ε

τµνρ + piτQρ ε
ρµτν) . (B.53)

El término proporcional a F V
1 FP se anula:

fµν
67 ≡ −Tr

[
(/pf +M)γµ(/pi +M)Qνγ5

]
+ Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)γν

]
= 0. (B.54)

Finalmente,

fµν
78 ≡ −Tr

[
(/pf +M)σµαQα(/pi +M)Qνγ5

]
− Tr

[
(/pf +M)Qµγ5(/pi +M)σνβQβ

]
= 4pfρpiσQ

νQδ ε
ρµδσ − 4pfρpiσQ

µQδ ε
ρσµδ. (B.55)

B.7. Simplificación de las funciones fµνi

Las expresiones anteriores pueden simplificarse introduciendo las siguientes relaciones:

P 2
f = P 2

i =M2, Qµ = P µ
f − P µ

i , |Q2| = −Q2 = 2Pi ·Pf − 2M2. (B.56)

De ellas se deduce:

Pi ·Q =
|Q2|
2
, Pf ·Q = −|Q2|

2
, Pi · Pf =M2 +

|Q2|
2
. (B.57)
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Se define, además:

Xµ ≡ P µ
i +

Pi ·Q
|Q2|

Qµ = P µ
i +

1

2
Qµ, (B.58)

de modo que:

P µ
i = Xµ − 1

2
Qµ, P µ

f = Xµ +
1

2
Qµ. (B.59)

Como ejemplo de la simplificación, para fµν
11 se sustituye:

P µ
f P

ν
i + P ν

f P
µ
i = 2XµXν − 1

2
QµQν , M2 − Pf · Pi = −|Q2|

2
. (B.60)

Entonces

fµν
11 = 4

[
2XµXν − 1

2
QµQν − |Q2|

2
gµν
]
= −2|Q2|

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 8XµXν . (B.61)

La misma sustitución se aplica al resto de términos. Con estas definiciones, las funciones
anteriores toman la forma compacta:

fµν
11 = −2|Q2|

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 8XµXν , (B.62)

fµν
22 = −8M2|Q2|

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 8|Q2|XµXν , (B.63)

fµν
12 = 8iM |Q2|

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
, (B.64)

fµν
33 = −2|Q2|

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 8XµXν − 8M2gµν , (B.65)

fµν
44 = 2|Q2|QµQν , fµν

34 = −8MQµQν , (B.66)

fµν
45 = 8i ενµαβPiβQα, fµν

56 = 16M ερµτνPiτQρ, (B.67)

fµν
67 = fµν

78 = 0, (B.68)

Estas son las formas que se sustituyen en la descomposición de W̃ µν para obtener las
funciones de estructura y la contracción final con el tensor leptónico.

C. Detalles cinemáticos de la sección eficaz integrada

En este apéndice se desarrollan con más detalle algunos pasos cinemáticos empleados
en la subsección 3.8 para obtener la sección eficaz diferencial integrada. En particular,
se muestra cómo la delta de Dirac asociada a la condición elástica puede reescribirse en
función del ángulo de dispersión del leptón final, y cómo a partir de ahí se obtiene el
jacobiano cinemático que permite pasar de dσ/dEµ a dσ/dΩ.
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C.1. Condición elástica y reescritura de la delta

Partiendo de la expresión de la sección eficaz diferencial doble:

dσ

dEµ dΩ
=

|kµ|
Eν

G2
F

4π2
δ

(
ω − |Q2|

2M

)
η̃µνW̃

µν , (C.1)

y usando la relación cinemática en el vértice leptónico,

|q|2 = E2
ν + |kµ|2 − 2Eν |kµ| cos θµ, (C.2)

se obtiene:
|Q2| = E2

ν + |kµ|2 − 2Eν |kµ| cos θµ − (Eν − Eµ)
2. (C.3)

Desarrollando el último término,

(Eν − Eµ)
2 = E2

ν + E2
µ − 2EνEµ, (C.4)

se tiene que
|Q2| = |kµ|2 − E2

µ + 2EνEµ − 2Eν |kµ| cos θµ. (C.5)

Por otro lado, sabiendo que: E2
µ − |kµ|2 = m2

µ, entonces

|Q2| = −m2
µ + 2EνEµ − 2Eν |kµ| cos θµ. (C.6)

La condición elástica impuesta por la delta en (C.1) puede escribirse como:

2Mω − |Q2| = 0. (C.7)

Sustituyendo ω = Eν − Eµ y la relación (C.6) en la expresión anterior, se tiene:

2MEν − 2MEµ +m2
µ − 2EνEµ + 2Eν |kµ| cos θµ = 0. (C.8)

Despejando cos θµ, resulta

cos θµ =
2(EνEµ +MEµ −MEν)−m2

µ

2Eν |kµ|
. (C.9)

Por tanto, si definimos:

cos θ0 ≡
2(EνEµ +MEµ −MEν)−m2

µ

2Eν |kµ|
, (C.10)

se obtiene que la condición elástica equivale a: cos θµ = cos θ0.
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C.2. Transformación de la delta

Se quiere ahora reescribir la delta δ(2Mω − |Q2|) en función de cos θµ. Se define la
función

f(cos θµ) ≡ 2Mω − |Q2|, (C.11)

de forma que, usando la ec. (C.6), se obtiene:

f(cos θµ) = 2M(Eν − Eµ) +m2
µ − 2EνEµ + 2Eν |kµ| cos θµ. (C.12)

Esta función es lineal en cos θµ, y su derivada vale:

df

d(cos θµ)
= 2Eν |kµ|. (C.13)

Aplicando de nuevo ahora la expresión (A.37) se obtiene:

δ
(
2Mω − |Q2|

)
=

1

2Eν |kµ|
δ(cos θµ − cos θ0). (C.14)

Por tanto, la expresión (C.1) puede escribirse como:

dσ

dEµ dΩ
=

G2
F

8π2E2
ν

δ(cos θµ − cos θ0) η̃µνW̃
µν . (C.15)

C.3. Integración angular y obtención de dσ/dEµ

Se integra ahora sobre el ángulo sólido:

dσ

dEµ

=

∫
dΩ

dσ

dEµ dΩ
. (C.16)

Tomando dΩ = dϕ d(cos θµ), y usando la ec. (C.15), se obtiene:

dσ

dEµ

=
G2

F

8π2E2
ν

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

d(cos θµ) δ(cos θµ − cos θ0) η̃µνW̃
µν . (C.17)

La integración en ϕ da un factor 2π, mientras que la integración sobre cos θµ fija el
valor cos θµ = cos θ0. Por lo tanto,

dσ

dEµ

=
G2

F

4π

1

E2
ν

η̃µνW̃
µν

∣∣∣∣
cos θµ=cos θ0

. (C.18)
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C.4. Obtención del jacobiano cinemático

Para obtener la sección eficaz diferencial respecto al ángulo, se parte de la relación

dσ

d(cos θµ)
=

dσ

dEµ

∣∣∣∣ dEµ

d(cos θµ)

∣∣∣∣ . (C.19)

Es necesario, por tanto, calcular el jacobiano dEµ/d(cos θµ). Se toma como punto de
partida la relación (C.9) y derivando ambos miembros respecto a cos θµ, se obtiene:

2Eν

[
d|kµ|

d(cos θµ)
cos θµ + |kµ|

]
= 2(Eν +M)

dEµ

d(cos θµ)
, (C.20)

y por tanto
d|kµ|

d(cos θµ)
=

Eµ

|kµ|
dEµ

d(cos θµ)
. (C.21)

Sustituyendo (C.21) en (C.20), se obtiene lo siguiente:

2Eν

[
Eµ

|kµ|
cos θµ

dEµ

d(cos θµ)
+ |kµ|

]
= 2(Eν +M)

dEµ

d(cos θµ)
. (C.22)

Agrupando los términos con dEµ/d(cos θµ):

Eν |kµ| =
[
Eν +M − EνEµ

|kµ|
cos θµ

]
dEµ

d(cos θµ)
. (C.23)

Finalmente,
dEµ

d(cos θµ)
=

|kµ|

1 +
M

Eν

− Eµ

|kµ|
cos θµ

. (C.24)

C.5. Paso a la sección eficaz angular y factor de retroceso

Sustituyendo (C.24) en (C.19), se obtiene que:

dσ

d(cos θµ)
=
G2

F

4π

1

E2
ν

η̃µνW̃
µν |kµ|

1 +
M

Eν

− Eµ

|kµ|
cos θµ

. (C.25)

Como
dσ

dΩ
=

1

2π

dσ

d(cos θµ)
, (C.26)

entonces
dσ

dΩ
=
G2

F

4π2

|kµ|
Eν

f−1
rec η̃µνW̃

µν

∣∣∣∣
cos θµ=cos θ0

. (C.27)
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D. Tratamiento estadístico de la comparación con MI-

NERvA

D.1. Reescalado de las matrices de covarianza

Los valores de la sección eficaz publicados por MINERvA se expresan numéricamente
en unidades de: 10−38 cm2/GeV2. Por ejemplo, un valor tabulado di = 3.06 [13] representa
físicamente: di = 3.06×10−38 cm2/GeV2. La matriz de covarianza tiene unidades de sección
eficaz al cuadrado. Por tanto, al trabajar con el vector de datos en las unidades numéricas
anteriores, la matriz de covarianza debe quedar expresada en unidades de:

(
10−38 cm2/GeV2

)2
= 10−76 cm4/GeV4. (D.1)

Sin embargo, los elementos de las matrices de covarianza suplementarias de MINERvA
están publicados en unidades de 10−80 [13]. Por ello, antes de construir la función χ2, se
realiza el reescalado Vij = 10−4 V pub

ij . Con esta convención, el vector de datos di, el vector
teórico ti y la matriz de covarianza Vij están expresados en unidades coherentes para
evaluar:

χ2 = (d− t)TV −1(d− t). (D.2)

D.2. Distinción entre la χ2 interna de MINERvA y la χ2 de este

trabajo

Conviene distinguir claramente entre la función χ2 empleada internamente por MI-
NERvA en su procedimiento experimental y la función χ2 utilizada en este trabajo (i.e.
(D.2)). La expresión (D.2) indica el grado de compatibilidad del modelo teórico con los
datos publicados de MINERνA mientras que, por otro lado, la función χ2 interna indica
cómo se extrajeron los datos desde el detector.

D.3. Covarianza total, covarianza estadística y matriz de corre-

lación

Las matrices de covarianza contienen más información que una lista de barras de
error independientes. Sus elementos diagonales determinan las incertidumbres de cada
bin, mientras que los elementos no diagonales describen correlaciones entre distintos in-
tervalos de Q2. Estas correlaciones pueden aparecer, por ejemplo, por el procedimiento de
reconstrucción o por la forma en que se extrae la señal experimental.

Se consideran entonces dos matrices: V = V tot, V = V stat. La matriz de covarianza
total se utiliza como referencia principal, ya que describe la incertidumbre experimental
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completa de la medida publicada, esto es, errores estadísticos, errores sistemáticos y corre-
laciones entre bins. La matriz estadística se utiliza como información complementaria para
estimar qué parte de la discrepancia teoría–datos queda amortiguada al incorporar las in-
certidumbres sistemáticas y las correlaciones entre bins. Dicho de otro modo, la matriz
estadística sirve para ver qué pasaría si ignorásemos dichas incertidumbres sistemáticas y
correlaciones.

Por otro lado, a partir de una matriz de covarianza V , se define la matriz de correlación:

ρij =
Vij√
ViiVjj

. (D.3)

Esta matriz permite visualizar de forma adimensional y normalizada la estructura de
correlaciones. En la Fig. 22 se muestran las matrices de correlación construidas a partir
de V tot y V stat:

Figura 22: Matrices de correlación para las matrices de covarianza total y estadística
publicadas por MINERvA. Los elementos no diagonales reflejan la existencia de correla-
ciones entre distintos bins de Q2. Los bins están ordenados en orden creciente de Q2.

La presencia de correlaciones no nulas muestra que una comparación basada única-
mente en errores diagonales no sería equivalente a la comparación covariante. Por ello,
la valoración principal del acuerdo entre teoría y experimento se realiza con la matriz de
covarianza total.

D.4. Barras de error

Las barras de error verticales que aparecen en las figuras de comparación datos–modelo
se obtienen directamente a partir de la matriz de covarianza experimental. En particular,
para cada bin i se define la incertidumbre total como:

δtoti =
√
V tot
ii , (D.4)
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donde V tot es la matriz de covarianza total publicada por MINERvA [13], una vez ex-
presada en las mismas unidades numéricas que el vector de datos. De forma análoga, la
incertidumbre estadística utilizada como diagnóstico se obtiene de:

δstati =
√
V stat
ii . (D.5)

Por otro lado, las barras horizontales no representan una incertidumbre experimental
adicional, sino la anchura del bin de Q2. En las figuras se representan como:

∆Q2
i /2 =

Q2
i,high −Q2

i,low

2
. (D.6)

Es decir, cada punto experimental se interpreta como un promedio sobre un intervalo
finito de Q2, no como el valor de una función continua evaluada exactamente en el centro
del bin.

En la gráfica donde se muestra el cociente datos/modelo de la Fig.18 se representa
Ri =

di
ti

, donde di es el dato experimental y ti la predicción teórica en el bin i. Como
en este trabajo no se asigna una incertidumbre teórica al modelo, la incertidumbre del
cociente se obtiene propagando únicamente la incertidumbre experimental δRtot

i =
δtoti

ti
.

Esta es la barra de error que aparece en la gráfica inferior de la Fig.18.

D.5. Implementación de la χ2

La comparación estadística se realiza a partir del vector: ri = di − ti. La función χ2

utilizada es:
χ2
tot =

∑
i,j

ri
(
V tot

)−1

ij
rj = rT

(
V tot

)−1
r. (D.7)

Esta expresión, que no es más que la expresión (D.2) escrita componente a componente,
utiliza la matriz de covarianza total, por lo que incorpora tanto las incertidumbres de cada
bin como las correlaciones entre bins distintos. En la implementación numérica se emplea
la inversa de la matriz de covarianza para garantizar estabilidad numérica. Si la matriz es
no singular, esta operación coincide con la inversión matricial ordinaria.

De forma complementaria se calcula también χ2
stat = rT (V stat)

−1
r, donde V stat con-

tiene únicamente la componente estadística de la covarianza experimental.
Por otro lado, en todos los casos se toma ndof = Nbins = 15 ya que no se ajustan

parámetros libres a los datos de MINERvA. Es decir, para cada parametrización axial
se evalúa directamente la compatibilidad entre un modelo ya fijado y la sección eficaz
experimental publicada.
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